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Kivonat.

A merev korii grafok vizsgalatat Hajos Gyorgy, Gallai Tibor, Surdanyi Janos, Hajnal
Andras kezdték el. A valdszinliségi becslések tanulmanyozasa Prékopa Andrds és
tanitvanyai munkdiban élénkiilt fel. Boros és Veneziani, illetve toliik fiiggetleniil
Dohmen rataldltak arra a fontos kapcsolatra, mely a merev korii grafok és az

eseményliniok valdsziniiségének felsé becslése kézott van.

El6adasunkban réviden attekintjiik a fent idezett eredmények torténetét. Ramu-
tatunk majd, hogy a leghasznosabb merev kérii grafok tulajdonsagainak feltardsa

mennyire indokolt.

A merev korii grafok szinezéseinek kérdéskorét is érinteni fogjuk.



Legyenek Ay, - -- , Ap valdsziniiségi események, melyek dltalaban nem fiiggetlenek.
A hires-nevezetes Bonferroni-becslés, vagy mdas néven Boole—Bonferroni-egyenl6t-
lenség a kovetkezd:

P(AiU---UAp) < P(A1)+ -+ P(An) (BB)

Torténeti megjegyzések. Bonferroni azt javasolta, hogy ha a megbizhatésagi
szintl(l dontést szeretnénk hozni, de egymds utdn n darab tesztet kell végezniink,
melyek egymastdl nem fiiggetlenek, akkor a szint helyett a/n szinten doéntsiink.

Legfobb célunk. A (BB) egyenlétlenség esetében a jobb oldal minusz a bal oldal
alsé (algoritmikus) becslése (azaz a (BB) egyenl6tlenség élesitése) felhaszndlva
1<i<j<nél<r<s<t<nesetérea P(A;NA;)és P(ArNAsNAys)

szamokat.



Jelolés.

GAP = P(A;) + -+ + P(An) = P(A1 U+ U Ay)

Tétel (Hunter 1976). Jeldlje az {1, --- , n} szégponthalmazon egy tetszbleges
fa graf éleit T'. Ekkor

GAP > Y P(A;NA)) (HW)
ij€T

Torténeti megjegyzések. (Huntertdl fiiggetleniil) Worsley is megtaldlta a (HW)
Osszefliggést. Az 1982-ben publikdlt eredménye Hunterénél nagyobb ismertséget
nyert, ezért sok kutaté a (HW) Osszefiiggést Hunter—Worsley-becslésnek hivja.
A (HW) becslés jobb oldala Kruskal hires algoritmusaval O(n?logn) lépésben
maximalizalhaté.



Mivel az n = 2 esetben a (HW) egyenlétlenség egyenldséggel all fenn, a tovab-
biakban feltessziik, hogy n > 3.



A kovetkezd neghatdrozdasok az n > 3 pontu egyszerii grafokra értelmezve
ugyanazt a grafcsaladot definidljak:

— 2-fak.

— talpas cseresznyefak.

— 3-szinezhetd merev korii grafok n — 2 darab haromszoggel, 2n — 3 darab éllel.
Mivel a gréfosztdlyba tartozik a hdromszdg és a gyémdnt (azaz a 3-pontl teljes
és a 4-pontd egy él hijan teljes graf), ezért mi a gréfosztdlyt delta-diamond

grafosztalynak nevezziik.

Egy grafban szimplicidlis pontnak neveziink egy u pontot, ha u és szomszédai
teljes részgrafot indukdlnak.



Tulajdonsagok. Az n pontu delta-diamond grafokoat a kovetkezok jellemzik:
— 2-0sszefiiggdk, de n > 4 esetén nem 3-Osszefiiggdk.

— Sikba rajzolhaték.

— 3 szinnel szinezhetok

— Minden indukdlt részgrafjuk perfekt graf, nevezetesen legfeljebb 3 szinnel
szinezhetd merev korii graf.

— Minden n pontu, legfeljebb 3 szinnel szinezhetd merev korii graf részgrafja
valemely n pontd delta-diamond grafnak. (Sét a kiinduldsi delta-diamond grafbdl
egyesével hagyhatdk el az élek.)



— n = 3 esetén mindharom pont szimplicidlis, n > 4 esetén van legaldbb két
osszekotetlen szimplicialis pont.

— n > 4 esetén barmely szimplicidlis pontot elhagyva egy kisebb delta-diamond
grafot kapunk.

— Ha egy n pontu Osszefiiggd, merev korii részgrafjuk d darab haromszoggel bir,
akkor a részgrafban az élek szama n 4+ d — 1. (Tehat a kiinduldsi grafhoz képest
pont annyival csokken az élek szama, mint a haromszogeké.)

A kovetkezo két oldalon példdakat mutatunk 8,7,6,5, 4 pontu delta-diamond gra-
fokra. A fent elsorolt tulajdonsdgok jol megfigyelhetok. A késébbi dbra-oldalon a
6,5, 4 pontu delta-diamond grafok teljes listdjat latjuk.
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A kovetkezékben ramutatunk a (HW) egyenlStlenség és a delta-diamond grafok
koztotti legfébb kapcsolatra, melyet — lényegét tekintve — (legaldbb) harom
egymastol fiiggetlen kutatécsopot is megtaldlt: Bukszar Jozsef (aki Prékopa
Andrds, Szantai Tamds és Hujter Mihdly kollégdkkal sokat konzultalt), Klaus

Dohmen, tovabba Pierangela Veneziani (aki Boros Endre témavezetdjével dolgo-
zott).



Jeldlje n > 3 esetén egy konkrét (de tetszdleges) delta-diamond graf éleinek
halmazat E és haromszogeinek halmazat D. Ekkor fenndll a kévetkezo:

GAP > Z P(AZHAJ)— Z P(ArﬂAsﬂAt) (D*)
1jel rsteD

A jelen munka egyik legfébb eredménye a kovetkezd tétel, mely adott n > 3
szogpontra vonatkozik.

Tétel. Minden T' élhalmazzal adott fahoz talalhaté olyan E élhalmazi és D
hdaromszéghalmazi delta-diamond graf, melyben I" C E, tovabba létezik

¢ : (EN\T) — D bijekcio, melyre minden e € EN\T él az egyik éle a ¢(e)
hdaromszdgnek.



Kovetkezmény. A legjobb (D*) becslés nem rosszabb, mint a legjobb (HW)

becslés.

Algoritmikus megjegyzés. A fenti tétel esetében T-bél F és D megkonstrualdsa
nem igényel O(n?logn) lépésnél tobbet.

A fenti tétel részleges bizonyitasa. Az n = 4 eset trividlis, az n = 5 eset is
konnyli a kdvetkezd oldalon [athaté abrdk alapjan.
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A kovetkezbkben az n = 4 esetet vizsgaljuk alaposabban. Kideriil, hogy a (D*)

egyenlotlenség jobb oldala akkor a lehetd legnagyobb, ha az E' halmazbdl azt az
rs part hagyjuk ki a 6 lehetséges par koziil, melyre {t,w} = {1,2,3,4}\{s, t}

jeloléssel

értéke a lehetd legnagyobb. Abbdl a célbdl, hogy jobban megértethessiik ezt a

esetet, tekintsiik a kovetkezo konkrét értékeket:

i] 1213142324 34
P(A;NA)| 16|24 .14 22| 14| 21
75t 123 | 124 | 134 | 234




Tehat most a kovetkezd 6 szam legnagyobbikat kell kikeresni.

st | 12 | 13 | 14 | 23 | 24 | 34
gst | .04 | .00 .03 .01 .02 .00

A legnagyobbat s = 1, t = 2 esetére kaptuk. Mindazondltal (D*) ezt az alakot

nyeri:
GAP > (.24 4+ .14 + .22 + .14 4+ .21) — (.11 + .10) = .74

Erdemes megvizsgalni, hogy vajon ez-e a lehetd legnagyobb alsé becslés GAP
értékére. Mdrmost z-vel jel6lve

P(AlﬂA2ﬂA3HA4)

értékét ezeket az adatokat nyerjiik:

rst. k 1234 | 1243 | 1342 | 2341




és igy

miatt

16—z — (.14 — z) — (.06 — 2) z — .04
28 —z—(14—2)—(11—2) = z—.01
14—z —(.06—2)—(.11—2) = z—.03
22 —z—(14—2)—(.10—2) = z—.02
14—z — (.06 —2)—(.10—2) = z—.02
21—z —(11—2) — (.10 — 2) z — .00
07, ki 12, 34 | 13, 24 | 14, 23
P (AN AN (AgNA)) | z— .04 |z~ .01 | z— .03
17, ki 23, 14 | 24, 13 | 34, 12
P (AN AN (AN AY)) | z2—.02 | z—.02 | z— .00




Marmost ezekkel az adatokkal GAP pontos értéke
(z —.04) + (2 — .01) + (2 — .03) + (2 — .02) + (2 — .02) + (2 — .00)
= 6z —.12
és
((14 —2)+ (06 —2)+ (11 — 2) + (.10 — 2) = .41 — 4z
miatt
(2—-1)(6z2—.12)+(3—-1)(41—-42)+(4—1)z=2z+ .70

Mivel a fenti z —a tipusu és b— z tipusu valészinliségértékeknek mind nemnegativ-
nak kell lenni, ezért z értékére fenn kell allni, hogy 0 < z < .04. Mindazoniltal
a konkrét esetben GAP lehet6 legnagyobb értéke: .70 4+ .04 = .74. Szerencsénk
volt tehat, mert a (D*) becslés a lehetd legerésebb becslésnek bizonyult. A fenti
mddszer tulajdonképpen lineraris programozds alkalmazdsa volt.



Most megvizsgalunk egy mdsik konkrét példat is. Legyen tovdbbra is n =
4, és legyenek 0 < p < g < .5 paraméterek, melyekre feltessziik, hogy az
Aq, Ao, Az, Ag események altal meghatarozott 16 esemény-atom koziil a relevans
11 atom valdsziniisége ugy alakul, hogy ha egy atom k > 2 darab eseményben
benn van, de 4 — k eseményben nincs benn, akkor a valdsziniisége éppen pkq4_k.
Jelen esetben

GAP = 6p’q® + 8p°q + 3p* = p® (3p° + 8pq + 6¢°)
Most a gst szdmok mindegyikére ugyanazt kapjuk:
gst = 2p°(p + @) — p*(p* + 20°q + p°¢°)

Mindazondltal a (HW) becslés szerint

GAP > 3(p* 4 2p3q + p2¢?) = 3p2(p + ¢)?



A (D*) becslés szerint viszont

GAP > 5(p* + 2p°q + p%¢°) — 2p°(p + ¢) = p* (p + a) (3P + 59)
Lathato tehat, hogy ez esetben a (D*) becslés ennyivel jobb, mint a (HW) becslés:

p®(p+q) (3p+59) — 3p° (P + 9)° = 2p°q (P + q)
Ugyanakkor a (HW) becslés és a (BB) becslés kozti kiilonbség:

P’ (3p° +8pg +64°) — 3p* (p + 9)* = P°q (20 + 3q)
Néhany konkrét p, g értékre ezeket a szamokat tablazatokba foglaltuk:

HW | D* | GAP
750 >1] >1
389 | 5633 | .573
173 | .245 | .267
.059 | .087 | .097
011 | .017 | .019
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p|qg| HW | D* | GAP
4.4 | .307 | .410 | 435
3.4 .132 | .183 | .197
2| .4|.043 | .063 | .069
1(.41].008|.012 | .013
p | qg| HW | D* | GAP
31.3/.097 | .130 | .138
2 (.3].030|.042 | .046
.1(.3].005 | .007 | .008
p | qg| HW D* GAP
2| .21].0192 | .0256 | .0272
1.2 |.0027 | .0039 | .0043
.1].1].0012 | .0016 | .0017




Most ratériink az n > 5 esetekre. A legjobb delta-diamond graf megkeresése
nagyon nehéz; vélhetéen NP-nehéz probléma. Mindazondltal a Kruskal-féle algo-
ritmus mintdjara javasolhatunk egy hatékony mindségre szamot tarté moédszert.
Ennek a lényege az, hogy mindannyiszor, amikor a Kruskal-algoritmus a (HW)
becslés kiszamitasdhoz két komponenset egyesit, egy él behlizasa helyett néha
két, néha hdarom élt hizunk be, de ha 2 élt hizunk be, akkor 1 darab (j hdrom-
szoget is létrehozunk, ha pedig 3 élt is hizunk be, akkor 2 darab Gj hdromszoget
is Iétrehozunk. Az algoritmus 6sszesen n — 1 |épésben dolgozik: Kezdetben n —1
darab szingleton komponens volt, végiil egyetlen delta-diamond graf lesz. Mind az
n — 1 darab [épés utdn minden egyes komponens kiilon-kiilon vagy egy szigleton,
vagy egy él, vagy egy k > 3 pontu delta-diamond graf lesz. Minden |épésben azt
a két kompenset csatoljuk 0ssze egyetlen komponenssé, amely két komponenset
a Kruskal-algoritmus is 6sszekapcsolnd. Az 6sszekapcsolds moédja azonban 3 féle
lehet:



— Ha két szingleton 6sszekapcsolasa van napirenden, akkor ugyanazt csindljuk,
mind a Kruskal-algoritmus, azaz egyetlen élt hdzunk be a két szingleton kozott.

— Ha egy szingleton és egy nem szingleton 6sszekapcsoldsa van napirenden, akkor
a nem szingleton egyik élével és a szingletonnal alkotunk egy () haromszéget.
Olyan (j rst haromszog |étrehozdsa torténik, ahol s maga a szingleton, rt egy
mar meglévd él a nem szingletonban, tovabba

értéke a lehet6 legnagyobb. Ennek megfelelden kell megvalasztani a nem szingle-
tonban az rt élt.

— Ha két nem szingleton 6sszekapcsoldsa van napirenden, akkor a meglévd gra-
funkra rauniézunk egy olyan diamond grafot, melynek egyik fiiggetlen élparja



egyik éle az egyik meglévd nem szingleton komponensbdl legyen, a masik éle a
masik meglévdé nem szingleton komponensbdl. Olyan diamond kivalasztasa sziik-
séges, melyre ha 75 jelenti az egyik régi élt, rt jelenti a masik komponensbdl a
régi élt, akkor

P(AZQAT)—FP(AJﬂAr)—I—P(A]ﬂAt) —P(AiﬂAjﬂAt) —P(AjﬂArﬂAt)
értéke a lehetd legnagyobb legyen.
A most javasolt algoritmust diamond-Kruskal algoritmusnak nevezziik. Kénnyen

lathatd, hogy lépésigénye O(n3). Gyakorlati alkalmazasok 4ltal keletkeztetett
adathalmazokon tovdbbi vizsgdlatok kivanatosak.



Végezetiil kimondjuk a diamond-Kruskal algoritmus miikédését garantalé tételt:

Tétel. A fent definidlt diamond-Kruskal algoritmus fenntartja minden egyes
lépése utdan azt a helyzetet, hogy az Osszes Osszefiiggdségi komponens kiilon-
kiilbn vagy egy szingleton, vagy egy él, vagy egy haromszég, vagy egy gyémant,
vagy egy legalabb 5 pontu delta-diamond graf.
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