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A jelen munka abbdl az indittatasbdl késziilt, hogy 2017. oktéber 13. péntekre
esik, a péntek szavunk (szldv eredetii lévén) az 6tds szamra utal, az oktdber
szavunk (latin eredetii 1évén) a nyolcas szdmra, marpedig az 5, 8, 13 szamok
Fibonacci-szamok. Ugyanakkor oktéber a mai naptarunkban a tizedik hénap, és
10 egy haromszogszam, mégpedig olyan, melynek a sorszama egy négyzetszdam,
mivel 1 +2 + 3 + 4 = 10. Tekintettel arra, hogy % = % = 3% Otletet
nyertiink a kdvetkez6 feladvanyhoz:



Feladvany: Legyen
5 8
b= [ 8 13 ]
Bizonyitandd, hogy minden pozitiv egész n esetén F'-nek a féatléjaban olyan
szamok vannak, melyek py, szorzatdra fennall, hogy
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m alaku valamely pozitiv egész m-re.

egy hdromszégszam, azaz



Példa:
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Az alabbiakban megadjuk a megfejtést, sot tovabbi érdekességek is kideriilnek.

Kiindulunk két mdtrixszorzasi azonossagbdl:
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Tehat ha
VBF" = [“’” b”]

bn Cn

akkor
b = (9 + 4\/§)n - (9- 4\/§)n

ltt érdemes megdllni egy pillanatra! A b, szamoknak ugyanis koziik van a
Fibonacci-szdmokhoz. Jeldlje f. az k£ indexi{i Fibonacci-szdmot. Az ismert Binet-

formula szerint:
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Marpedig
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Tehat

Mivel F determindnsa 1, ezért /5F™ determinansa 5; kovetkezésképpen ancn =

5+ b%. Madsrészt ancn = Spn.

Kitérésképpen megemlitjilk — bdar ezeket a tényeket nem fogjuk felhasznalni —,



hogy a fenti matrixszorzasokbdl érdemes észrevenni még azt is, hogy

an = V5fen_1= (1 _2\@) (9+4\/§)n - (1 +2\/§> (9 —4\/§)n
Cn = \/gf6n—|—1 = (1 +2\/§> (9+4\/§)n — (1 _2\@) (9 —4\/§)n

Térjiink vissza az eredeti feladvanyhoz! Tehat ilyen pozitiv my-et keresiink:
b% _ 5pn—5  mp(mn+1)
32 32 p)
Azt kapjuk masodfoki egyenlet megoldasaként, hogy 4my, + 2 = /b2 + 4.




Marmost
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= 44+ (9+4V5)" +(9—-4VB)*" —2 14
= (9 +4v5)* + (9 — 4V/5)*" + 2
= ((9+4V5)" + (9 —4v5)")’
Tehat
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ltt mpy, egész szam, mert egyrészt mg = 0, m1 = 4, mdsrészt

(dmpao +2) — 18(4myp1 + 2)
= (9+ 4\/§)n+2 +(9- 4\/5)"+2
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Mpt+2 = 18my41 — mnp + 8

Mindazondltal nem csak az deriilt ki, hogy my egész, hanem még az is, hogy
oszthaté 4-gyel. A kovetkezd tdblazat mutatja az my, /4 szamokat primtényezék
szorzatdra bontva:

n |1 ]2 3 4 5 6 7
mp/4 | 12 | 5-2% | 2232 | 5.243% | 112314 | 5. 22172197 | 292117




Azt latjuk, hogy pdratlan n esetén ezek négyzetszamok, pdros n esetén pedig né-
gyzetszamok 20-szorosai. Az utébbi esetben tekintsiik az f3,, Fibonacci-szamot.
A fentiek alapjan hamar megkapjuk, hogy pdros n esetén esetén

mn J3n 2

% = (3
Itt a jobb oldalon lathaté f5/8, f6/8, f12/8, fig/8. ... sorozat, azaz a 0, 1, 18,
323, 5796, 104005, 1866 294, ... sorozat j6l ismert: https://oeis.org/A049660



Most tekintsiik kK = 0,1, 2, 3, ... esetén esetén az

Moo = 18myppy1 — myp + 8
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egyenletrendszer megoldasaként nyert
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szamokat. Most megmutatjuk, hogy ezek is négyzetszamok, rdaddsul pdratlanok.

(A fentiekben mdr lattuk, hogy egész szdmok.)



Allitjuk, hogy minden pozitiv egész k-ra fennall
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Kiindulunk abbdl, hogy m = 0,1,2,3,4,5, 6 esetén a Binet-formula szerint
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Tehat
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miatt
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Annak meggondoldsdra, hogy a fenti négyzetszamok valéban paratlanok, elegendé
azt észrevenni, hogy

(9+ 4\f5)2k+1 +(9- 4xf5)2k+1

maradéka 32-vel osztva 18; ez a tény hamar lathaté a binomialis tétel alapjan.



Bizonyitottuk tehdt, hogy nem csak az igaz, hogy az F' matrix hatvdnyainak
féatlojaban az elemek szorzata szoros kapcsolatban van a haromszégszamokkal,
hanem azt is, hogy ezen haromszégszamok sorszama szoros kapcsolatban van a

négyzetszamokkal.



