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Bevezetés

Az
2" = a (mod m) (1)

alaki (ugynevezett "binom") kongruencidk megolddsaival fogunk foglalkozni. Al-
taldnos megoldédsi médszer nincs, kivéve az "utolsé szalmaszdl" mdédszert, ami pedig
nagy m modulus esetén sok szdmoldst igényel, nagyon lassi. Tehat csak néhény
otletet prébédlhatunk ki, amelyek csak bizonyos esetekben miikodnek.

Amennyiben rendelkeziink primitiv gydk- és index- tablazattal (mod m) ([2],[3]),
akkor a fenti egyenlet a tabldzat segitségével konnyen és gyorsan megoldhaté
(hasonldan a valds szémok logaritmusahoz).

Alapok

1. Definicié. Tetszbleges m € Z \ {0, —1,+1} , egész szam esetén ¢ (m) jeloli az
Euler-féle ¢ fliggvényt, vagyis azm -nél kisebb, m -hez relativ prim poztitiv szamok
szdmdt, azaz

o(m):=H{z:1<xz<méslilnko(m,z)=1} . O (2)
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2. Tétel. (L.Euler) Ha
m=p'py? - opt (0 <) (3)

az m szdm primtényezos felbontdsa, akkor

3. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a p; primszdmok kitevor nem érdekesek -ben,

csak az, hogy m mely p; primszdmokkal oszthats: p; | m .

4. Allitas. FEuler tételének specidlis esetei:
i) ham = p primszam, akkor

pp)=p—1, (5)
i) ham = p’ egy primszdm hatvdnya, akkor
e () =0 =", (6)
ii1) ha m = pq...r tébb kiilonbozd primszdm szorzata, akkor
ppg.r)=pP-1-1)..0r=1) . O (7)

5. Tétel. (L.Euler): Ha Inko(a,m) =1 akkor a*™ =1 (mod m). O

6. Kovetkezmény. (P.Fermat): Ho m =p € P primszdm és pta akkor

a?'=1 (mod p) . O (8)

Erdemes még tudni a kovetkezot is:



7. Tétel. Ha u és m relativ primek (azaz Inko(u,m) = 1), akkor van u -nak
((mod m) egyetlen) multiplikativ inverze, vagyis olyan u™' szdm, amelyre

u-u =1 (mod m) . O 9)

A 2z = w ! szdmot az u -z —m -v = 1 Diophantikus egyenlet megolddsaval
nyerjiik, és nyilvdn ! inverze u .

Nagyon fontos még a kiovetkezd eredmény:
8. Tétel. Fokszamtétel [1]: Ha m € P primszim, akkor (mod m)

i) barmely h -adfoki kongruencidnak legfeljebb h db gydke van,
i) az alaki binom kongruencidnak pontosan Inko(h,p-1) db gyoke van. O

A fenti Tételt példdaul akkor alkalmazhatjuk, amikor mér (valahogyan megtaldl-
tuk) a kongruencidnak h db gyokét, mert nem kell keresgélniink tovabbi gytkoket.

Az aldbbiakban a kovetkezo jeloléseket fogjuk haszndlni:

9. Jelslés. 2" =a (mod m), s=p(m),

L :=10,1,...,m — 1} a lehetséges maradékok halmaza (m -el vald osztds utdan).

Otletek

Az els6 otletet az RSA algoritmusban is hasznaljuk. A kovetkezot kell észreven-
niink (dtgondolnunk):

10. Segédallitas. i) Ha 2" = a (mod m), akkor minden x,h,y,a,m € Z szdmok
esetén (2")’ =a¥ (mod m).

ii) Ho h-y=1 (mod s) azaz
h-y=t-s+1 wagyis h-y—t-s=1, (10)

akkor

" = (2°) -z =2 (mod m) (11)

(«")"



az Fuler-Fermat tétel szerint, vagyis az kongruencia-egyenlet megolddsa:
r=a’ (mod m) . (12)

Tudjuk, hogy a @) linedris Diophantikus egyenletnek pontosan akkor van megolddsa,
ha
Inko(h,s) =1 . (13)

O
Figyelem: A fenti otlet csak akkor miikodik, ha a feltétel teljesiil! A
feltételben szerepld Inko(h,s) -t és a linedris Diophantikus egyenletet a (kiter-

jesztett) Euklideszi algoritmussal tudjuk kiszdmolni, a -beli hatvanyt pedig a
"gyorsitott hatvanyozas" algoritmussal.

Masodik otlet: Ha a feltétel nem teljesiil és m kiilonb6zé primekbdl
Osszetett szdm, vagyis -ban t legaldbb 2 , akkor hasznalhatjuk a kovetkezo egy-
szerlisitési modszert:

11. Tétel. Ha m=my-....my és my,....,m;y péaronként relativ primek  (azaz
Inko(m;,m;) =1 hai# j), akkor tetszdleges v,w € Z szdmokra

v=w (mod m) (14)
ekvivalens a kévetkez6 ("szimultan") kongruencia rendszerrel:
v=w (mod m)

v=w (mod my)

12. Kovetkezmény. (@) esetén ekvivalens a kévetkezo kongruencia rendszerrel:

2" =a (mod p)
(16)

2" =a (mod pf)



Tehdt ez esetben a kovetkezoképpen oldhatjuk meg -et:

13. Algoritmus. Az 2" =a (mod m) kongruencia megolddsa:

ha m=pps?-..-pft (0<c;), dakkor:

0) jeloljik pi* -t m; -vel, azaz legyen m; := pi" (1 <i<t),
i) kiilén-kiilon megoldjuk az 2" = a (mod m;) kongruencidkat, melyek megolddsai
legyenek x; (mod m;),
ii) oldjuk meg az
r =1 (mod my)
(17)
x =1z (mod my)

(szimultan) kongruencia rendszert.
A kongruencia rendszert a Kinai Maradéktétel algoritmussal tudjuk megoldani

(d.[1]./3]). O

14. Algoritmus. A Kinai Maradéktétel (CRT): a kongruencia rendszer
megolddsdra, ahol my, ..., m; paronként relativ primek  (azaz Inko(m;, m;) =1 ha
i£7), és m=my-..-my:
i) eloszor oldjuk meg (kilon-kilon) az

m

yi-— =1 (mod my;) , i=1,2,....t
my;

m
kongruencidkat — (van megolddsuk, mert — és m; relativ primek mindegyik i -re),

my;
ii) ekkor megoldasa:
:L'::Z:ci~yi~ﬂ (mod m) . (18)
m;
i=1

iii) Konnyen beldthato ([2]), hogy megolddsa egyértelmt (mod m), vagyis a (18)
megoldast (mod m) kell tekinteni.

Harmadik 6tlet: Az "utolsé szalmaszal" moédszer (14sd aldbb) el6tt még meg-
prébélkozhatunk a kovetkezo otlettel: ekvivalens az z" = ¢m+a egyenldséggel,
vagyis az

m|z"—a (19)
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oszthatésdggal. Ha az 2 — a kifejezést szorzattd tudjuk bontani, akkor a fenti
oszthatdsagrol (kicsit) tobb informéacionk lesz.

Ha a feltétel nem teljesiil és semmi més nem jut esziinkbe, akkor végig kell
probélni Z,, osszes elemét ("utolsé szalmaszal médszer").

m

Annyit segithetiink magunkon, hogy 5 < x esetén ha mar az 2’ :=m — z <
m
) szamot kiprébaltuk (vagyis kiszamitottuk (2/)" értékét (mod m)), és z = —a
(mod m) miatt, h parossagatol fiiggben vagy 2 = (2/)" vagy 2" = — (/)" (mod m).

Primek 1-100 -ig

2, 3,5, 7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83,
89, 97.

Segédprogramok

A feladatok megolddsahoz ajanljuk a [4] alatti HATVMODDD.EXE, EUKLDIOP.EXE
és KINAI3D.EXE programokat. A programok a kovetkez6 jeloléseket hasznaljdk:

15. Jeldlés. i) <n> a keletkezett maradék (mdas jelolése: n ),
it) a programok csak = jeleket irnak = helyett, de a (mod m) megjeqyzést kiirjdk,
iii) ~  a hatvdinyozas jele.

Feladatok

wo) 23 =1 (mod 13),
wu) z''=4 (mod 91),
wa) 2! =12 (mod 221),
wb) 2'®=4 (mod 391),



wv) 2" =3 (mod 143) ,

wc) 230 =2 (mod 1024) ,

wd) 23! =6 (mod 187) .
Megoldasok

wo) 2°=1 (mod 13)

m =13, igy s = ¢(m) = 12 , de mivel Inko(h,s) = Inko(3,12) # 1, rdaddsul
m = 13 primszam, ezért az elsé ketté "Otlet" médszer nem miikodik.
A Fokszdamtétel alapjdan az egyenletnek Inko(3,13 — 1) = 3 db gyoke van!
A harmadik mddszerrel csokkenthetjiik a kongruenci fokszamét 3 -rél 2 -re a (19))
dtalakitds felhaszndldsdval, azonban hidba kovetkezik az

13|2°—1=(z—1) (2> +z+1) (20)

dtalakitdsbol vagy = 1 (mod 13) vagy 13 | 22+a+1, az igy kapott 2?+x+1 =0
vagy z(x +1) = —1 (mod 13) kongruencidk egyike sem egyszer{i6bb az eredeti
23 =1 (mod 13) egyenletnél.

Mivel m = 13 és h = 3 nem annyira nagy szdmok, marad az "utolsé szalmaszal"
modszer: végigprobaljuk Zis tsszes elemét(mod 13):

1=1tehdét oy =1, 22 =8, 3 =27 =1tehdt 2, =3, 43 =64 =
1=12, ¥=125=-5=8, 6 =216=-5=8, T = (=6 = +5
, 8 =(-5° =45, 9 =(-4)°=+1tehdt z3=9, 10° = (-3)° = -1,
1= (-2°=-8=5, 128=(-1)°’=-1.



wu) 2''=4 (mod 91)

m=91=7-13,igy s = p(m) =6-12 = 72 | tehét elészor olyan y -t keresiink,
amelyre 11y =1 (mod 72) vagyis 1ly —72z=1":

<T2>=<11>*6 + < 6>
<ll>=<6>*1+ < 5>
<6>=<5>*14+<1>
<5h>=<1>*5+<0>

d=Inko(72,11) =1=1*<6>+ (-1)*<b>=1*<6>+(-1)*(<1l>-1%*
<6>)=-1*F<1l>4+2%<6> =-1*<1I>4+2F(<T2>-6*<11>)=2
72> 4+ (-13) * < 11>

yo =-13*¥C/d =-13, 75 =-2*¥C/d = -2

az altalanos megoldas:

y = xo+k*B/d = -13 +k*72 (k egész)

z = yo+k*A/d = -2 +k*11 (k egész)

k=1=>y=-13+72=59,2=2+11=9, (ELL: 11%59—-72%x9=1)

Tehat (1) = 29 = £ = 4% (mod 91) és fgy 4% = ? (mod 91) , u=4
u[ 0] =u~(270) = 4 (mod 91)
u[ 1] = uA(ZAl) = 16 (mod 91)
u[ 2] =u~(27°2) = 74 (mod 91)
u[ 3] =u~(273) = 16 (mod 91)
u[ 4] = u"(2°4) = 74 (mod 91)
u[ 5] = u~(2°5) = 16 (mod 91) , k = 111011 (bin)
uf = 4*¥16*16%74*16 = 64*16*74%¥16 = 23*74*16 = 64*16 = 23 Tehat: 4% =

23 (mod 91) ,
vagyis x =23 (mod 91) .

Ellendrzés: 23 =7 (mod 91) :
0] =u~(2°0) = 23 (mod 91)

uf
u[ 1] =u~(271) = 74 (mod 91)
uf 2] = u~(2"2) = 16 (mod 91)
u[ ] =u~(2°3) = 74 (mod 91) , k = 1011 (bin)

= 23*74*74 = 64%74 = 4
Tehat: 23'' =4 (mod 91) OK.



wa) 2'!'=12 (mod 221)

m =221 =13-17 , igy s = ¢(m) = 1216 = 192 , tehdt elbszor olyan y -t
keresiink, amelyre 11y = 1 (mod 192) vagyis 1ly —192z=1:

< 192> = < 11> * 17 + < 5>

<1l>=<5>*2+ < 1>

<hb>=<1>*5+<0>
d = Inko(192,11) =1 =1 *< 11> + (-2) *< 5> =1 *< 11> + (-2) *( < 192> -
17 *< 11> ) = (-2) * < 192> + 35 * < 11>

yo = 35%C/d =35, zp=2*C/d=2.
Az altaldnos megoldés:

y = yo+k*B/d = 35 +k*192 (k egész)

z = zo+k*A/d = 2 +k*11 (k egész)

k=0=>y =35,2=2 (ELL: 11%35—192%2=1)

Tehat (') = 2 =12% (mod 221) és fgy 1235 =7 (mod 221) , u=12

u[ 0] = u"(2°0) = 12 (mod 221)

u[ 1] =u~(2"1) = 144 (mod 221)

u[ 2] = u"(2°2) = 183 (mod 221)

uf 3] = u~(273) = 118 (mod 221)

u[ 4] =u~(274) = 1 (mod 221)

u[ 5] =u"(2°5) =1 (mod 221) , k = 100011 (bin)

uf = 12%144*1 = 181*1 = 181 Teh4t: 12% = 181 (mod 221)

vagyis x =181 (mod 221) .
Ellendrzés: 181! = ? (mod 221) kiszémitésa:
u[ 0] = u~(2°0) = 181 (mod 221)
u[1] = u"(2°1) = 53 (mod 221)
uf 2] = u"(272) = 157 (mod 221)
u[ 3] = u"(2°3) = 118 (mod 221), k = 1011 (bin)
o

= 181*53*118 = 90*118 = 12
Tehat: 18111 = 12 (mod 221) OK



wb) 2 =4 (mod 391)

m =391 = 17-23 , igy s = ¢(m) = 16 - 22 = 352 , tehdt elbszor olyan y -t
keresiink, amelyre 15y = 1 (mod 352) vagyis 15y —352z=1:

< 352> =< 156> *23 + < 7>

<1>=<7>* 2+ < 1>

<T>=<1>*7T+<0>
d = Inko(352,15) =1 =1 *< 15> + (-2) *< 7> =1 *< 15> + (-2) *( < 352> -
23 % < 15> ) = (-2) * < 352> + 47 * < 15>

yo = 47%C/d =47, 7o =2*C/d =2.
Az altaldnos megoldés:

y = yo+k*B/d = 47 +k*352 (k egész)

z = zo+k*A/d = 2 +k*15 (k egész)

k=0 =>y =47 ,z=2 (ELL: 15%47 —352%2=1)

Tehst (2'%)" = 2 = 4% (mod 391) és fgy 4% = ? (mod 391) , u=4

u[ 0] =u~(270) = (mod 391)

u[ 1] =u"(2"1) = 16 (mod 391)

uf 2] = u”(272) = 256 (mod 391)

u[ 3] =u"(273) = 239 (mod 391)

u[ 4] =u~(274) = 35 (mod 391)

u[ 5] = u~(2°5) = 52 (mod 391) , k = 101111 (bin)
k

ub = 4*16*256*239*52 — 64%256%239%52 = 353%239*52 = 302*52 = 64
Tehat: 447 = 64 (mod 391)

vagyils x =64 (mod 391) .

Ellendrzés: 64'° = ? (mod 391) kiszdmitdsa:
0] = u~(270) = 64 (mod 391)

uf

u[ 1] = u~(2"1) = 186 (mod 391)

u[ 2] = u~(2°2) = 188 (mod 391)

u[ 3] =u~(2°3) = 154 (mod 391) , k = 1111 (bin)
ub = 64*186*188*154 = 174*188*154 = 259*154 = 4

Tehdt: 641 = 4 (mod 391) OK
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wv) 27 =3 (mod 143)

m =143 = 11-13 , igy s = ¢(m) = 10 - 12 = 120 , tehdt elbszor olyan y -t
keresiink, amelyre 17y = 1 (mod 120) vagyis 17y — 120z =1:

<120> =< 17> * 7+ < 1>
<17>=<1>*17T+ < 0>
d = Inko(120,17) = 1 =1* < 120> + (-7) * < 17>
=-7*"C/d =7, zg=-1*C/d =-1
Az éltaldnos megoldds:
y = yo+k*B/d = -7 +k*120 (k egész)
z = zo+k*A/d = -1 +k*17 (k egész)
k=1=>y=-7+120=113 , z=-1+417=16, (ELL: 17%113 —-120%x16=1)

Tehst (217)" = 2 = 313 (mod 143) és igy 3“3 =7 (mod 143) , u=3

313 (mod 143) kiszdmitésa:

u[ 0] = u~(270) = 3 (mod 143)

u[ 1] =u~(271) =9 (mod 143)

uf 2] = u"(272) = 81 (mod 143)

u[ 3] = u~(2°3) = 126 (mod 143)

u[ 4] = u~(2°4) = 3 (mod 143)

u[ 5] =u~(2°5) =9 (mod 143)

u[ 6] = u~(276) = 81 (mod 143) , k = 1110001 (bin)
o

= 3*3*9*81 — 9%9*81 = 81*81 = 126
Tehat: 3% = 126 (mod 143)

vagyis x =126 (mod 143) .

Ellen6rzés:

126! (mod 143) kiszdmitdsa:

u[ 0] = u"(2°0) = 126 (mod 143)

u[ 1] =u"(2"1) = 3 (mod 143)

u[ 2] =u~(2°2) =9 (mod 143)

uf 3] = u~(273) = 81 (mod 143)

u[ 4] u™(2°4) = 126 (mod 143) , k = 10001 (bin)

26*126 =3
Tehat: 126'7 = 3 (mod 143) OK
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wc) 2% =2 (mod 1024)

m = 1024 =2 | fgy s = ¢(m) = m- (1 —3) = 512, de mivel Inko(h,s) =
Inko(30,512) # 1, , rdaddsul m = 1024 primhatvany (egyetlen primszam hatvanya),
ezért egyik "Otlet" médszer nem miikodik.

Pébdlkozasok: ha o paratalan, akkor 2% is paratlan, tehdt ekkor 230 # 1024/ +
2 . Ha pedig x pdros, vagyis 2 | = , akkor 230 | 230 | vagyis ekkor szintén x3° #
10240 + 2 .

Tehdt az 23° =2 (mod 1024) kongruencidnak nincs megolddsa.

wd) 23'=6 (mod 187)

m = 187 = 11-17 , igy s = ¢(m) = 10 - 16 = 160 , tehdt elészor olyan y -t
keresiink, amelyre 31y = 1 (mod 160) vagyis 3ly — 160z =1:

< 160> = < 31> *5 4+ < 5>

<3l>=<5>*6+< 1>

<H>=<1>*5+4+ < 0>
d =Inko(160,31) =1 =1* < 31>+ (-6) *<5>=1* < 31>+ (-6) * ( < 160>
-5* < 31> ) =(-6) * < 160> + 31 * < 31>

yo = 31*C/d = 31, zy=6*C/d=6.

Az altaldnos megoldés:
y = yo+k*B/d = 31 +k*160 (k egész)
z = zo +k*A/d =6 +k*31 (k egész)
k=0=>y =31,2=6 (ELL:31%31—-160%x6=1)
Tehét (z3)* = 2 = 63! (mod 187) és fgy 63 = ? (mod 187) , u=6

63! (mod 187) kiszamitdsa:

(
[0] =u~(270) = 6 (mod 187)
u[ 1] =u~(2"°1) = 36 (mod 187)
u[ 2] =u~(2°2) = 174 (mod 187)
uf[ 3] = u~(2°3) = 169 (mod 187)
u[ 4] =u~(274) = 137 (mod 187) , k = 11111 (bin)
k

uk = 6*36*174*169*137 — 20%174%169%137 = 184*169*137 = 54*137 = 105
Tehat: 63 = 105 (mod 187)

vagyis x =105 (mod 187) .

Ellenorzés:
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105*! (mod 187) kiszdmitdsa:
[ 0] = u”(2°0) = 105 (mod 187)

u[ 1] =u~(271) = 179 (mod 187)
u[ 2] =u~(2"2) = 64 (mod 187)
uf 3] = u”(273) = 169 (mod 187)
u[ 4] = u~(24) = 137 (mod 187) , k = 11111 (bin)
uf = 105%179*64*¥169*137 = 95*64*169*137 = 96%¥169*137 = 142*137 = 6

Tehét: 1053 = 6 (mod 187) OK

Ma4dsik megoldds, a masodik &tlet alapjan: 187 = 11-17 miatt 23 =6 (mod 187)
ekvivalens a kovetkez6 kongruenciarendszererel: 23! =6 (mod 11) ES 3! =6 (mod 17).

i) 23 =6 (mod 11) megolddsa: ¢ (11) = 10 és a Fermat-tétel miatt minden
z-re (11tz) 2! =1 tehdt 2% = (') -2 =z, tehdt = 6 (mod 11) , vagyis
r=110+6 .

ii) 2% =6 (mod 17) megolddsa: ¢ (11) = 16 és a Fermat-tétel miatt minden
z-re (111 2) 26 =1 tehdt (216)> = 232 = 12 = 1 , amit tehdt = multiplikativ
inverzével megszorozva kapjuk: 23! =1-271 =27! =6 vagyis =671 (mod 17).
Probélgatédssal (mod 17) is megkaphatjuk « értékét: 6-3 = 18 = 1 (mod 17) , tehdt
=3 (mod 17) , vagyis z =17k +3.

iii) A fenti eredmények szerint x = 114+ 6 = 17k + 3 , tehdt ilyen ¢ és k
szamokat kell keresniink (0 < ¢ < 16 és 0 < k < 10), vagy egyszeriibben:

110+ 3 =17k . (21)

Kis probélgatds utdn (vagy az Euklideszi algoritmussal) megtaldljuk az ¢ = 9 és
k = 6 szdmokat, és igy az = = 105 (mod 187) megolddst.
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