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Bevezetés

A cimben szereplé Logaritmus nagybetiivel irand6, mert O a Mumus az iskoldk-
ban. Ebben a kis tsszedllitdasban megprébéljuk a sziikséges szemléletmédot elmagya-
razni az iskoldsoknak, tehdt orommel fogadunk minden megjegyzést és visszajelzést.
Kis 6sszefoglalonkat kozépiskolds és egyetemi didkoknak és tandroknak egyardnt szan-
tuk.

Az aldbbiakban a hatvanyoknak és a logaritmusnak inkdbb a szemléletét, lényegét
atadni tliztiik ki célul, mint a tananyag részletes tanitasat. (Vagyis a tankonyvet is el
kell olvasnunk.) A gondolatokat, példdkat, szemléltetéseket nem feltétleniil a leirtak
sorrendjében kell olvasnunk, de alaposan meg kell emészteniink, atgondolnunk, tobb-
szor is el kell olvasnunk, tiirelmesen, nem egyszuszra. Ha egy-egy rész nem teljesen
vildgos, eloszor ugorjuk at, hatha késobb viladgos lesz szamunkra mindanivaldja.

[gyekeztiink kozvetlen, oldott, sokszor vicces hangnemben fogalmazni, hiszen
most a lényeg a szemléltetés és az anyag megértése, de ne feledjiik: az anyag nagyon
is komoly!

Javasoljuk olvasas kozben a szdmolégépet is nyomogatni, mert kézben nem csak
a szamitdsokat ellenorizziik, hanem gyakorolgatjuk is a hatvdnyoka és a logaritmust,
és a szamol6gép hasznalatét is.
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Hatvanyok

Az aldbbiakban a mindig egy rogzitett pozitiv szamot jelol (a € RT), példdul lehet
2,3,10, 15, 1.001 , 0.999 , 0.001 vagy akar az a titokzatos Eule—féle e szam,
ami e ~ 2.718281828 .

Hatvanyokkal kapcsolatban elsésorban mindig az legyen az esziinkben, hogy
a®=a-a-..-a (n tényezds szorzat) (1)

han = 1,2, ... természetes (pozitiv egész) szam.

Tovabba 1
0 / -1
a =1 é a =- 2
: )
és igy
11 1
a"t=——-. - 3
a a a )
(szintén n tényezds szorzat), ami ugyanaz, mint
1 1
A== 4
a-a-...-a a" )

vagyis a negativ kitevd (a — el8jel a kitevoben) a reciproko jelenti, vagyis a
"tortvonalat réviditi".

A fentiekbd6l konnyen belathatjuk példaul a kovetkez6 Osszefiiggéseket, tetszoleges
n, m € 7 egész kitevokre:

a"-a" =a , —=a és  (am)™ =a"m. (5)

Ha n és m mindkettd pozitiv szdm, akkor ezek az azonossdgok nyilvzinvaléa,. Ha
pedig n és m egyike vagy mindketté negativ vagy 0 , akkor egy kicsit gondolkod-
nunk kell - VAGY csak egyszeriien elfogadjuk, megjegyezziik és hasznaljuk az (j))
azonossagokat.

Az fenti azonossdgokat ugyan csak n,m € Z egész szadmokra gondoltuk at
(bizonyitottuk be), DE nagyon j6 memorite, hiszen az (|5)) azonossagok tetszoleges
n,m € R valds kitevOkre is ugyanigy igazak! (Bér a bizonyités tetszdleges n,m € R
kitevékre meglehetésen hosszii.)

A kovetkezd, nagyon fontos tény:

) Leonhard Euler (1707-1783) svdjci matematikus.

2) reciprok = megforditott (latinul)

3) az osszefiiggéseket mar Archimedesz (Kr.e. 287-212) is tudta
4) a megjegyzést segitd versike.



1. Tétel. A kitevoket és az a® hatvanyokat értelmezni (definidlni) tudjuk tetszbleges
x € R wvalos kitevokre.

A tankonyvben ennek hosszi menete le van irva, de a lényeg az, hogy tetszoleges
r € R valds szémra és a € Rt alapra létrehozzuk az a® mennyiséget (képletet),
aminek végeredménye b = a” szintén egy valds szam, "véletleniil" szintén egy pozitiv
szam: b € RT. Mégpedig gy, hogy egyrészt az azonossagok igazak maradnak
n, m helyett tetszoleges x,y € R valds kitevokre is.

Madsrészt, ami szintén nagyon fontos, hogy a most létrehozott a” mennyiségek
(fiiggvények) z -ben monoto modon véltoznak, vagyis, példdul: ha nem is tudom
hirtelen, hogy mennyi ¢ = 10%3%47214032 de az biztos, hogy 10? és 103 kozott van
valahol. S6t, ha mdr 10%3 és 10%* értékét sikeriilt kiszdmolnom, akkor mér azt is
tudom, hogy  10%? < ¢ < 10%>*.  Altalaban pedig:

2. Tétel.
1<a esetén: r<y<z <= a* <a’ <a*,

O0<a<lesetén: v<y<z <= a*>a’>ad", (Q)

1=a esetén a* =1 minden x -re .

A Tétel az a” hatvdnyozds monotonitdsat éllitja, nem csak az a = 10 esetre.
Példdul, 2 < o < 3 esetén biztosan 92 < 9% < 93 | sét ez nem csak 9 -re és nem
csak 2 < x < 3 esetén teljesiil. Vigydzzunk: 1 -nél kisebb a alap esetén az x kitevo
novelésekor a hatvany csokken: pl. 0.9%2 > 0.9° > 0.9 ha 2 < x < 3 (mert 1 -nél
kisebb szdmmal szorozgatunk ... ).

Tehdt az = kitevo lehet pozitiv és negativ, akdrmilyen raciondlis vagy akér irra-
ciondlis is (lasd a tankonyvekben).

5) mono-ton = egy-hangt (gor.)



Meértani sorozatok

Nézziik meg a kovetkez6 érdekes tablézat-részletet, amelyhez hasonlét (pontosab-
ban sokkal nagyobbat) mér a XVI. szdzadban elkészitettek és vaskos konyvekben
kinyomtattak sok példdnyban (és j6 pénzért arusitottak), a szamolds megkonnyitésére:

"numer." "log" "numer." "log" "numer." "log"
1,0513 500 ..

1,0001 1 1,0514 501 1,3958 3 335
1,0002 2 1,0515 502 1,3960 3 336
1,0003 3 1,0516 503 1,3961 3 337
1,0004 4 1,0517 504
1,0005 5 1,0518 505 . .
1,0006 6 1,0519 506 2,7181 10 000
1,0007 7 1,0520 507 2,7184 10 001
1,0008 8 1,0521 508 2,7187 10 002
1,0009 9 1,0522 509 2,7190 10 003
1,0010 10 1,0523 510 2,7192 10 004
1,0100 100 1,1052 1000 2,7195 10 005
1,0102 101 1,1053 1001 2,7198 10 006
1,0103 102 1,1054 1002 2,7200 10 007
1,0104 103 1,1055 1003 2,7203 10 008
1,0105 104 1,1056 1004 2,7206 10 009
1,0106 105 1,1057 1005 2,7209 10 010
1,0107 106 1,1058 1006 . .
1,0108 107 1,1059 1007 2,7457 10 101
1,0109 108 1,1060 1008 2,7460 10 102
1,0110 109 1,1062 1009 2,7463 10 103
1,0111 110 1,1063 1010

1.Tablazat: 1.0001 hatvdnyaz
A tablazat az a = 1.0001 szdm egész kitevos hatvdnyait tartalmazza fekete

szamokkal, mig mellettiik a piros szdmok az (egész) kitevok. Tehdt példaul a kozépsod
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oszlop legaljan azt latjuk, hogy 1.0001'%% =~ 1.1063, a legutolsé feltiintetett érték
pedig 1.0001'° 193 ~ 2.7463.

A fekete szdmokat "numerosz" -nak (=szdm) hivték, a piros szamokat pedig
logaritmosz -nak, mert "logosz" = "sz6, beszéd, (ki)szamitas, értelem" (lat.) és
"aritmosz" = "sor, szam, szamldlas" (gor.).

Egy ilyen tdblazatot nem nehéz (csak hosszadalmas) elkésziteni: mindig csak
1.0001 -el kell szorozni az el6z6t. Hogyan konnyitette meg egy ilyen téblazat a
szdmoldsokat 500 évvel ezelétt - a "Felhaszndlds" fejezetben ismertetjiik. (Azt a
fejezetet akdr most is el lehet olvasni, és utdna ide visszatérve lehet ezt a fejezetet
itt folytatni.)

Szamunkra most csak az a lényeges, hogy tetszoleges (fekete) szdmhoz azonnal
megtaldlhaté a -nak a megfelel (piros) kitevije. Példaul 2.7200 kitevdje 10 007 .
(Hogy ez mire j6: a "Felhaszndlds" fejezetben ismerhetjiik meg.) Roviden ezt igy
irhatnédnk:

kz’tevél_ogm (27200) = 10 007 s (6)

vagy az 1. Tablazat hagyomanyos, XVI. szdzadbeli gorog-latin elnevezéseivel:

logaritmoszi goo1 (2.7200) = 10 007 |, roviden: | logy gg1 (2.7200) = 10 007

(7)
Az a = 1.0001 szamot azért irtuk kis bet{ikkel az alsé indexbe, mert fenti gondo-
latainkban nem ez a szdm a legfontosabb, mar a tablazat elkészitése elott rogzitettiik.
Ez az a szam tulajdonképpen szamitasaink alapja, ezért is hivjak a hatvany és a log-
aritmus alapjanak (és a hazak alapja is alul van, félig bedsva ...) !!!

Masik fontos dolog, hogy a tdbldazatban majdnem minden valés szdm megtaldl-
hat6 hatvédnyként (fekete szamok), pedig csak az a szdm (alap) egész kitevéit soroltuk
a fel a tdblazatban. Példdul a 2.7202 (fekete) szdm nem szerepel a tdblazatban, de
kitevojének egészen biztosan 2.7200 és 2.7203 kitevoi kozé, vagyis 10 007 és 10 008
kozé kell esnie (a monotonitds (@) tulajdonsdga miatt). Ez azt jelenti, hogy ha a
tabléazatot kibovitenénk nem csak egész kitevokre, akkor a 2.7202 szam is elébb-utébb
megjelenne, valamelyik kitevo mellett. Pontosabban:

1085 o001 (2.7202) = 10 007.55441... , (8)

vagyis 2.7202 kitevéje koriilbeliil 10 007.55441 .

S6t: nem csak "majdnem minden", hanem minden valés szidm megtaldlhato
lenne az a szédm hatvanyai kozott, ha nem csak ez egész, hanem bédrmilyen kitevokre
is kiszdmitandnk a tdbldzatot (bdrmely a € RT alap esetén):



3. Tétel. Barmely 0 < a , a # 1 szdm esetén az a® hatvinyok (xr € R) kozitt
minden pozitiv valds y szam elofordul, azaz minden y pozitiv valds szdmhoz létezik
olyan x wvalds szam, amelyre a® = y. Roviden:

(VyeRT) 3z eR) a"=y. (9)

Természetesen a @D egyenloségben keresett = a legtobb esetben nem egész szam,
példaul esetében y = 2.7202 , x = 10 007.55441... és persze a = 1.0001 .
(A fenti 3] Tételt ne tévesszitk Ossze az [1} Tétellel!)

Mellesleg, a Tédblazatban a "logaritmusok" (kitevok) szdmtani-, a numeruszok

(hatvanyok) pedig mértani- sorozatot alkotnak, ez sszhangban van az aZonossa-
gokkal.

A Logaritmus

Az el6z6 fejezetben lényegében mar definidltuk (és taldn mar meg is értettiik) a
logaritmus (eredetileg log-aritmosz) fogalmét: a[3| Tétel és a (9) egyenldség alapjén
az y szamot "eldallité" = kitevdt hivjuk az y szédm logaritmusdnak - ez a tankonyvek-
ben taldlhaté Definicié is:

4. Definicié. Bdrmely pozitiv a,y , a # 1 szamok esetén log, (y) azt az x kitevot
(valds szdamot) jeloli, amelyre

a" =y . (10)
Tehdt:
a® =y L = log, (v) - (11)

Hangsilyozom, hogy a logaritmus szé kitevot jelent (latimul-gorogiil), hiszen
a fenti definicié lényege is ez (igy kezdddik): " log, (y) az z kitevs ... " . En
legszivesebben kitev6t mondanék magyarul mindig a logaritmus sz6 helyett (ugyantgy,
mint Apfel vagy apple helyett mi ugye almat esziink):

=y Ly = kitevé, (y) . (12)

Szivesen szemléltetem a vagy képleteket "felh6kkel" (azaz homélyos, bo-
nyolult képletekkel): csak harom mennyiség cserél helyet, mint hdrom térsasjaték
bébu:
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Néhany hasznos példa:
10g2 (23) =3 ’
log, (23+5n(#/v)4) = 3 4 sin (x/y) -4, hiszen éppen ez a kitevd !

Sot dltalaban:
log, (2"e"*"'*) = blablabla és log, (a”**"'*) = blablabla , (13)

hiszen csak a kitevdt kell lemdsolnunk!

Megforditva:
3loes(®) — 4 | (14)
Hogy miért? Gondoljuk csak meg: a " logs (4) " a kitevét jeloli (azt, amire " 3
-at felemelve 4 -et kapunk"). DE ezt a kitevdt épp a helyére raktuk: fel a 3 tetejére,

tehdt még szép, hogy 4 -et kapunk.
Hasonl6an

3log3(blablabla) — blablabla  és aloga(blablabla) = blablabla . (15)

Ne feledjiik tehdt: a log kitevot jelol, ami a hatvdanyban ott jobbra fent  csiicsiil!

Most jon a lényeg:

Ezentul (legtobbszor), ha barmilyen szémmal taldlkozunk, nézziik meg "igazi
valésdgaban", tehat hatvéany alakban kell ré tekinteniink (persze el6tte rogzitettiik
az a alapot). Példdul 8 helyett én mdr 23 -t ldtok, ezért konnyen kitaldlom, hogy
log, (8) =3 .



Hasonléan, a 10 szdmot is valami 27** hatvanynak kell elképzelniink! ("Kicso-
magoljuk a 10 felirati dobozt - és milyen alkatrészeket létunk benne?") Jo, de
2 -nek melyik hatvanya 10 ? Nyilvdn 3 és 4 kozott, a monotonitdsi 2l Tétel (@)
alapjdn, hiszen 23 =8 < 10 és 2% = 16 > 10 . A zsebszdmoldgép segit a kitevd
megtaldldsdban:

log, (10) = 3.321928095... , (16)

23.321928095...

ami azt jelenti, hogy 10 valéjaban ("dlruh&ja alatt") , €és valéban:

93.321928095... _ 1) (17)

Bocs, hogyan is szamoltuk ki az elébb zsebszamolégéppel log, (10) értékét?
Mert csak lg és In gomb van rajta, log, nincs! Nos, ehhez fejben kell tartanunk a
kovetkezd képletet: tetszbleges a,b,c € R, a,b # 1 pozitiv valés szamokra

o log;, (c)
= Togy () (18)

log, (c)

Mit is mond (mire j6) ez a képlet? Ha csak b alapi logaritmust tudunk kiszdmolni,
akkor egy osztdssal maris attérhetiink barmilyen més (a) alapu logaritmusral

Hogyan lehet megjegyezni ezt a képletet? Osztds - ezt meg kell jegyezniink. log,
van a szamléléban és a nevezdben, hiszen csak azt tudjuk kiszdmolni. Mivel ¢ kicsit
feljebb van, mint a , ezért keriil log, (¢) a szamlaléba és log, (a) a nevezébe!

Tehét az el6bb, kiszamitasakor a kovetkezot "iitottiik be" a zsebszamolégépbe:
lg (10) /1g(2) =, ¢és a gép valasza volt 3.321928095... .

Meég egy kis aprésdg: a 10 alapt logaritmus roviditésére csak néhdny orszégban
(nalunk is) hasznaljak a lg jelolést, a szamitastechnikdban és nyugaton sokszor a log
jelolést hasznéljédk, néha pedig - hogy izgalmasabb legyen - a "természetes alapu"
In vagyis log, fiiggvényt jelolik a log jelle]ﬂ Ellendrizziik mindig, hogy az adott
konyvben / szamit6gép-programban a log jelek pontosan milyen alapi logaritmusokat
jelolnek!

Most megint 1ényeg jon:

Ha pedig, egy masik feladatban 7 hatvdnyaival foglalkozunk, akkor ugyanazt a
10 -et méar médshogyan latjuk: a zsebszamol6gép segitségével log (10) /log (7) =
1.183294662... , vagyis 10 helyett 71183294662 ot kell latnunk (elképzelniink)!

6) = "logaritmosz naturalis", mert a matematikiban és a mérnoki tudomanyokban e és In sokszor
kényelmesebb, mint log;, vagy log,



Végiil még egy kis szemléltetés: a zold skdldkon a kitevok | a
skdlakon pedig a 10 alapui latszanak. A hatvdny-skéldkat kissé osszeny-
omtuk: minden szdmot a sajat kitevoje ald frtunk.
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Felhasznalas

Szamitsuk ki elészor a Tabldzat segitségével az 1.396 - 2.746 szorzatot. A tabldzat-
ban megkeressiik az 1.396 és 2.746 (fekete) szémok mellett 4116 piros kitevoket: 3 336
és 10 102 , vagyis a3 336 = 1.396 és a'® 102 = 2.746 , vagy kedvenc logaritmusunkkal:
3 336 = log, (1.396) és 10 102 = log,, (2.746) (most a = 1.0001). Majd egyszeriien
csak osszeadjuk a két egész szdmot: 3 336 4+ 10 102 = 13 438 , és az azZonossag
alapjdn mar tudjuk is a végeredményt: a'® 4%, hiszen

1.396 - 2.746 = a® »0 . o0 192 = 1% 5% (19)

Vegyiik észre, hogy az a'? 43 végeredmény mér ott var rdank a Tabldzat-konyv

kivetkez6 oldalan (sajnos nem az 1.Tdbldzatban): csak meg kell keresniink a piros
13 438 szém melletti fekete szamot: 3.833 . Es valéban, ellenérizhetjiik zsebsza-
molégéppel: 1.396 - 2.746 =~ 3.833 .

Az 2.746/1.396 osztds hasonléan egyszerii a Téblazat segitségével: mindossze
csak a 10 102 — 3 336 = 6 766 kiilonbséget kell kézzel kiszamolnunk, és Tablazatban
(konyvben) mar létjuk is a 6 766 szdém mellett a végeredményt: 1.967 . (Em-
lékezziink vissza &ltaldnos iskolai éveinkre: az osztds papiron ceruzaval mennyivel
nehezebb, mint a szorzas!)

A Téblazat hasznalata kicsit bonyolultnak tiinik de kis gyakorlds utdn mar majd-
nem olyan gyors, mint a zsebszdmol6gép. De 6tszdz évvel ezel6tt ilyen gép még
nem volt, és szdmolni (osztani, szorozni) rengeteget kellett - mérnskoknek, csillaga-
szoknak, hajosoknak, stb. Mivel a Kényvekben nem csak 3, hanem 8 tizedesjegyre
szamoltak, a fekete szamok pedig 1-t6]l millidig szerepeltek, ezért a zsebszdamol6gépek
szinte nem is hidnyoztak 6tszdz évvel ezel6tt.

A Kozépiskola Fiigguénytabldzatok konyvben kKicsit részletesebb logaritmustablédza-
tot taldlunk, mint a fenti 1.Tdbldzat.

Bar a logaritmustdbldzatokat a XXI. szdzadban mdr nem haszndljék szorzés-
osztasra, a fenti médszert még is érdemes megismerniink, mert segitségével a Loga-
ritmus ("l6g-a-ritmus") nevii mumust taldn jobban megismerjiik, mar kevésbé féliink
tole.
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