Miért van a matrixoknak inverze?
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Kivonat

Félcsoportokban a bal- és jobboldali inverzek megegyeznek, DE csak akkor,
ha mindkettd létezik. A MA’TRIXOKnél tanitjuk és tanuljuk, hogy bdarmelyik
létezésébol kovetkezik a masik 1étezése, de ennek okdt egyetlen konyvben sem
taldltam. Ezt a rejtélyt probaltam megoldani az aldbbi cikkben.

Haladvany Kiadvany, http://math.bme.hu/ hujter/180215.pdt

0. DBevezetés
1. Jelolés. Az egységmdtrizot I -vel jeloljik, amit néha E -vel is jeldlnek.

A félcsoportok elméletébdl csak azt tudjuk, hogy:

2. Tétel. HA egy A € R™" (négyzetes) matriznak VAN jobboldali inverze X (azaz
AX =1) ES HA VAN jobboldali inverze Y (azaz YA =1) AKKOR X =Y
kétoldali inverze A -nak és A inverze egyértelmii, tehdt A~' =X =Y . O

Azonban mitél van az, hogy egy MA'TRIXNAK, HA van egyik oldali inverze,
AKKOR mindenképpen van mésik oldali inverze is?

3. Probléma. Legyen A € R™" tetszoleges négyzetes matriz. Igaz-e, hogy: HA
van X € R™"™ amelyre AX =1 AKKOR van olyan'Y € R™" is, amelyre YA =1 ¢

Egyik otletiink transzpondlds miivelete és az (AB)T = BTAT &5 IT = | 6ssze-
fiiggések volt, de ezzel nem sikeriilt a kérdésre vdlaszolnunk.
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1. 2 X 2 -es matrixok

A Megoldas el6tt szamoljuk ki részletesen a 2 x 2 -es matrixok inverzének feltételét
(kérjiik az Olvasé tiirelmét!).
b

d
matrixok, illetve valés szamok.

€ R?*2 adott, és keresenddk az X = {x y} ésY = [p q]
Z r s

Legyen A = [Z

X pontosan akkor létezik, ha az aldbbi egyenletrendszereknek létezik (akdr tobb)
megolddsa:

ar+bz=1
{c:z:+dz-0 (1)
ES
ay+bu =0
{cy—l—du:l (2)

A négy egyenletet azért osztottuk két kiilon rendszerbe, mert z,z csak (I)-ben,
mig y,u csak —ben szerepel. Tehdt elegendo kiilon-kiillon megoldanunk illetve
elemezniink ([I)-t és ([2)-t.

els6 egyenletét d-vel, masodikat b-vel szorozva és kivonva kapjuk:

(ad —cb) -z =d (3)
hasonléan

(ad —cb) -z = —c (4)

(ad —cb) -y =—b, (5)

(ad —cb) - u=ua. (6)

Ha (ad — ¢b) = 0 akkor a =b=c¢=d =0, de ez ellentmond ({)) és (2)-nek.
TEHAT: X akkor és csak akkor létezik, ha

ad —cb#0 . (7)

Ez ugyan jél ismert a determindnsok elméletébol, de mint lattuk, egészen elemi
[altaldnos iskolai| eszkozokkel megkaptuk, és olvassunk csak tovabb!

Y pontosan akkor létezik, ha az aldbbi egyenletrendszereknek létezik (akar tobb)

megolddsa:
ap+cqg=1
{ bp+dqg =20 (8)
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és
ar+cs=0
{br—l—ds—l ' (9)

Az els6 részhez hasonl6 dtalakitdsok utdn kapjuk:

TEHAT: Y akkor és csak akkor létezik, ha
ad —cb#0 . (10)

Meglepodve tapasztaljuk, hogy és teljesen azonos(!) , vagyis: teljesen elemi
eszkozokkel bebizonyitottuk, hogy X és Y pontosan akkor létezik ha azaz
teljesiil. (A bevezetében emlitettek miatt X =Y és mindkettd egyértelmdi.)

Ez volt a Megoldas! [

2. n X n -es matrixok

Tehdt 2x 2 -es matrixokra teljesen elemi eszkozokkel megoldottuk X és Y létezésének
problémajdt. Hasonl6éan, "kicsit" tobb szamoldssal beldthaté tetszoleges n x n -es A
métrixra, hogy X és Y (kiilon-kiilon) pontosan akkor létezik, ha egy bonyolult, A
elemeibdl képzett ((7)-re egyre kevésbé hasonlito) kifejezés #£ 0 . O

Nos, épp ezt a bonyolult kifejezést hivjuk det (A) -nak - A elemeibdl meghatdrozott
(determindlt) mennyiségnek! Még egyszer hangsiilyozzuk, hogy csak teljesen elemi
eszkozoket hasznéltunk!

3. Végtelen matrixok

Természetesen csak megszamlalhaté sort és osztlopot tartalmazé métrixokkal
o0

RN "a matrixszorzdsnal fel kell tenniink, hogy a > a;-b; ;
t=1

sorok konvergensek, aminek legegyszeriibb esete, ha A és B minden sora és oszlopa

f5 -beli sorozat.
Ez a struktira szintén egységelemes félcsoport, a transzpondlds is hasonlé a véges
(o)

foglalkozunk, vagyis A €

esethez. Sajnos az (1) és térsai egyenletrendszerek > a;, - b; = &;; (1,7 € N)
t=1
alakiak, amelyek megoldédsdra még nem volt idénk.

Azonban ajanljuk az Olvas6knak Finta Béla [FB] kéziratat, amelyben végtelen (és
véges) matrixok inverzét az LU és QR felbontédsok segitségével meg tudja hatdrozni.



4. Hivatkozasok
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