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Tartalmi Osszefoglald. Egy tomor bizonyitdst adunk a Descartes-féle eldjelsza-

balyra, melyet el6szor Segner bizonyitott, de ez a bizonyitds nem terjedt ki az

0sszes esetre.



Bevezetés. Manapsag mar kozismert, hogy egy n-edfoki, valds egyiitthatés
polinomnak legfeljebb n darab valés zérushelye lehetséges, és ha n pdratlan,
akkor legaldbb egy valds zérushely van. A polinomokat

f(x) =ag+ajz+ ...+ apnx™ (1)

altalanos alakban fogjuk tekinteni, ahol az ag, ..., an sorozat tetszdleges valds
szamokbdl &ll, de an, # 0. Egy £ valds szamot zérushelynek neveziink, ha f(£&) =
0. Segner 6ta tudjuk, hogy n > 1 és f(&) = 0 esetén felirhaté az f(x) polinom

flz) = (§ —z)g(x) (2)
alakban, ahol alkalmas bg, . . ., b,,_1 valés szamokra egyrészt b,,_1 7# 0, mdsrészt
fennall

g(z) =by+biz+...+by_12" ! (3)



Multiplicitdssal tgy szdmoljuk a zérushelyeket, hogy g(x) zérushelyeinek darab-
szamdahoz hozzdadunk 1-et, hogy megkapjuk f(x) zérushelyeinek a darabszdmat.
Az vilagos, hogy az n = 1 esetben 1 darab zérushely van, az n = 2 eset-
ben pedig multiplicitdssal szamolva vagy 0 darab, vagy 2 darab. Konkrétan, az
ag + ajx + agxz polinomnak az an 75 0 esetben akkor és csak akkor van O
darab zérushelye, ha al < 4apas. Ha al > 4apgap, akkor a mdasodfoki egyenlet
megoldéképlete szerint fel tudjuk irni a két zérushelyet:

£ = —a1 — \/a% — 4agan € = —a1 + \/a% — 4agan

2a9 2a)

Az n = 3 eset keményebb dié! llyenkor a zérushelyek darabszama vagy 1, vagy
3. Scipione del Ferro (1465-1526) képletébdl tudjuk példaul, hogy ha n = 3 és



ha valamely p, q pozitiv szdmokra ag = —2-,/¢ <0,a1 =3 - 3p >0, a2 =0,
a3z = 1, akkor egyetlen valés zérushely van:

é“:\?/\/p+q+\f—\?/\/p+q—\/§

Pelddul a —6 + 3z 4+ x3 polinom egyetlen valés zérushelye: f’/\/ 104+ 3 —

f’/\/lO — 3. A tobbi eset is kezelhetd (még ha koriilményesen is) az n = 3
és n = 4 értékekre, de n > 5 esetén megdllt a tudomany a zérushelyek pontos

kiszamitdsa illetve képletekkel valé felirdsa tekintetében.

René Descartes (1596-1650) megfigyelte (de nem bizonyitotta), hogy az f(x)
polinom pozitiv zérushelyeinek darabszama legfeljebb annyi, mint ahdny-
szor atlépiink az origé felett, ha az aq, . .., an sorozat elemeit a szdmegyenesen
képzeljiik el, és sorban lépkediink koztiik ag-tdl an-ig. Feltételezhetjiik, hogy az
altala ismert megoldéképletekre ellendrizte is Descartes a megfigyelését. Példaul



del Ferro képleténél az origé felett valo atlépések darabszama 1, és az egyetlen
valés zérushely pozitiv. Azt is észrevehette Descartes, hogy az f(—x) polinom
egyiitthatéinak eldjelvaltasait szdmolva az eredeti f(x) polinom negativ zésushe-
lyeinek (multiplicitdssal szamolt) mennyiségére kapunk felsé korlatot.

Segner Jdnos Andrds (1704-1777) bizonyitotta Descartes megfigyelését, de Seg-
ner bizonyitasa csak abban az esetben tekinthet teljesen korrektnek, ha az f(x)
polinomnak (multiplicitassal szdmolva pontosan) n darab (valds) zérushelye van.
llyen esetekben az a szam, ahdnyszor atlépiink az origé felett, megegyezik a pozi-
tiv zérushelyek szamdval. Azon lépesek darabszama, amikor meg nem lépiink at
az origé felett, megegyezik a negativ és nulla zérushelyek multiplicitdssal szamolt
darabszdval. Az, hogy a 0 szam hanyszoros multiplicidssal zérushely, kénnyen ki-
olvashaté az aq, . . ., an sorozatbdl: ezaszdm k, haag=a1=... =ar_1 =0,

de at 750



Ebben a dolgozatban egy olyan bizonyitast adunk a Descartes-féle eldjelszabalyra
(pontosabban annak egy kissé erésebb valtozatdra), mely az 6sszes esetre kiterjed,
tehat azokra is, amikor a valds zérushelyek szama kevesebb, mint n. Felhasznaljuk
a hivatkozdsok kozott felsorolt munkdk tobb otletét.

Pontositasok. A tovdbbiakban n > 1. Ha aq,...,an valés szamok egy tet-
szbleges sorozata, akkor a sorozat egy eldjelvéltdsan olyan (7, k) indexpart értiink,
melyre j < k, ajar, <0, és j <1 < k esetén a; = 0 . Az elgjelvalté indexparok
darabszamat igy jeldljiik: V(aq,...,an). Nyilvdn V(ag,...,an) < n, és ha az

f(x) polinomnak van legaldbb egy pozitiv zérushelye, akkor 1 < V(ag,-..,an).

Most tetszdleges aq, ..., an és by, ..., bn valés szamokra (ahol n > 1) irjunk



fel egy egyenletrendszert:

bo — ag (4)
by = ap+ay
bp = ag+ai+ap

bn—l = ap+a]1+ap+...+0ay_1
bn = ap+ay+ax+...+a,_1+an

Segédtétel 1. Ha by, = 0 és ayn, # 0 esetén fenndll a (4) egyenletrendszer, akkor
V(ag,ai,...,an) — V(bg, b1, ...,bn) pozitiv paratlan szam.

A segédtételt a kdvetkez6 szakaszban fogjuk bizonyitani.



Az f(x) és g(x) polinomokat értelmezziik ugyaniigy, mint fent. Tehat valos
szamok adott agq, . .., an sorozata, ahol n > 1 és an, # 0, az (1) képlet szerint
meghatdrozza az f(x) polinomot, melynek egy adott £ zérushelye mentén a (2)
és (3) képletekkel meghatdrozza a bg, . .., b, _1 sorozatot.

Segédtétel 2. Ha valamely pozitiv £ esetén
f(z) = (§ — z)g(x)
akkor V(ag,a1,.-.,an) — V(bg,b1,...,b,_1) egy pozitiv pdratlan szam.

Ezt a segédtételt is a kovetkezd szakaszban fogjuk bizonyitani. Az utébbi segédtétel-
bdl mar teljes indukcidval kénnyen lathaté a kévetkezo tétel:

Tétel (Descartes-féle eldjelszabaly). Az f(x) polinom pozitiv zérushelyeinek
(multiplicitdssal szamolt) darabszama egy nemnegativ paros szammal kevesebb,
mint \/(ao, Ay .- -, an).



Az elso segédtétel bizonyitdsa. El6szor tekintsiik az n = 1 esetet. Ekkor tehat
négy szamunk van:

bg | ag
b1 | a1

A segédtétel feltevései szerint ezeket tudjuk:
bo7#0 |ag =bg#0
by =0 a3 =—-byg#0

Mindazonaltal V(bg, b1) = 0 és V(ag, a1) = 1, tehat V(ag, a1)— V(bg, b1) = 1,
ami tényleg egy pozitiv paratlan szam.

Most az n = 2 eset kovetkezik: ekkor mar hat szamunk van:

bo | ap

b1 | a1

by | ap




A segédtétel feltevései szerint ezeket tudjuk:

bo ag = bo
bi #0 | a1 = b1 — b
bo =0 | ap=—b1 #0

Az fogjuk beldtni most is, hogy minden esetben V(ag, a1, az)— V(bg, b1,b2) = 1.
Elészor nézziik meg a bgby < 0 esetet! Ekkor V(bg, b1,b2) = 1ésV(ag,a1,as) =
2, és igy készen vagyunk. Azutan nézziik meg a bgby > 0 esetet! Ekkor
V(bg, b1,b2) = 0 és V(ag,a1,ar) =1, és igy is készen vagyunk.

Az elsé segédtétel bizonyitdsdnal tehdt mar csak az n > 3 esetek vannak hatra.
Indirekt moédon tegyiik fel, hogy van ellenpélda. Tekintsiik és rogzitsiik a lehetd
legkisebb n szdmot az ellenpélddkban. A minimalitds miatt az ag, . . . , an sorozat

egyetlen eleme sem 0, mert a; = 0 esetén az a; szamokat és a b;-re vonatkozé



sort kihagyhatnank az ellenpéldabdl, és egy kisebb ellenpéldat kapnank. Ha a (4)
képletbdl elhagyjuk a bg-ra vonatkozé sort, akkor a maradékot igy irhatjuk:

by = (ap+a1)
by = (ap+a1)+a

bn-1 = (ag+ta1)+tax+...+ap1
bn = (ag+a1)+tar+...+ap_1+an
Ezért V(ag + a1,a2,...,an) — V(b1,ba...,b,_1) egy pozitiv paratlan szam,
mert mdskiilonben kisebb ellenpéldat kapnank. Tekintsiik a kovetkez6d szdmokat:

a = V(ag,a1,as,...,an)— V(ag+ai,an,...,an)
B8 = \/(bo,bl,bg,...,bn)—\/(bl,bQ,...,bn)

Az indirekt feltevésiink miatt oo — 8 nem lehet egy nemnegativ pdros szam. Mar-
pedig tugy fogunk majd ellentmonddsra jutni, hogy megmutatjuk, hogy a— 5 =0



vagy 2. Annyi vilagos, hogy o € {0,1,2} és 8 € {0,1). Tehdt o = 1 esetén a
B = 0 lehetdséget kell kizdrnunk, paros o esetén pedig a 5 = 1 lehetdséget. A
feltételezett ellenpéldankrdl az altaldanossag korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy
ag =1. Tehatbg=ag=1ésby =ag+a1 =1+ aj.

Tegyiik fel elészor, hogy B8 = 0; ezért by > 0; azaz ag + a1 > 0. Most akar
ap > 0 esetén, akdr ar < 0 esetén o # 1.

Tehat 8 = 1; ezért by < 0; azaz ag + a1 < 0. Most akdr ap > 0 esetén, akar
ap < 0 esetén o = 1.

Ezzel az els6 segédtétel bizonyitdsat befejeztiik.



A masodik segédtétel bizonyitasa. Mindenekeldtt azt vegyiik észre, hogy

f(&x) = (€ — &x)g(€x) = (1 — x)(E9(£x))

miatt V(ag, a1,...,an) és V(bg, b1,...,b,_1) valtozatlanok maradnak, ha az
f(x) polinom helyett az f(&x) polinombdl indulunk ki. Az 3ltaldnossag korla-
tozdsa nélkiil feltehetjiik tehat, hogy & = 1. Ekkor az f(1) = 0 és f(x) =
(1 — x)g(x) képletekbdl megkapjuk, hogy fenndll a (4) egyenletrendszer b, = 0
valasztassal. Tekintve a b, = 0 miatti

\/(b07 bla b27 SR bn) — \/(b07 b17 b27 IR bn—l)

egyenldséget, az elsd segédtétel alapjan készen vagyunk a mdsodik segédtétel
bizonyitdsaval is.
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