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Tartalmi Gsszefoglald. A haromdimeziés euklideszi térben vagyunk; a pontokat

(x; y; z) koordinataikkal adjuk meg. Kiinduldsi halmazunk egy olyan S konvex
zart halmaz, mely tartalmazza a (0;0; %) és a (0;0; _71) pontokat, de barmely



két pontjanak a tavolsaga legfeljebb egységnyi. Heppes és Kuperberg észrevették
a jelen szazad elején, hogy ha S’ C S egy tetszbleges konvex zart részhalmaz,
mely nem tartalmazza mindkét fent megnevezett pontot, akkor S’ lefedhet olyan
11,15, --- 17 zart halmazokkal, melyek egyikében sem |ép fel egységnyi vagy
nagyobb tavolsdg két pont kozott, tovdbba az T; halmazok mindegyike a z-
tengellyel parhuzamos szakaszoknak az dniéja olyan értelemben, hogy minden
egyenesen csak egy szakasz lehet. Az ilyen T’; halmazokat t6rpe névvel illetjiik.
A jelen dolgozatban azt bizonyitjuk, hogy a hetedik térpére nincs is sziikség,
hazamehet, mert mar Ty, 15, --- ,Tg is le tudja fedni az S’ halmazt.

Bevezetés. A tartalmi 6sszefoglalé szerint értve az S és S’ halmazokat, az S’
halmazban még eléfordulhat egységnyi tdvolsdg. A konvexitasbol kovetkezben
minden olyan egyenes, mely pdrhuzamos a z-tengellyel, vagy iires halmazban,
vagy egyetlen pontban, vagy pedig egy egységnyinél révidebb szakaszban metszi



az S’ halmazt. De az S’ halmazban még el6fordulhatnak egységnyi tavolsdgok.
Definicié szerint az S’ halmaz olyan részhalmaza térpe, melyben nincs egységnyi
tavolsdg, de minden olyan egyenes, amely a z-tengellyel parhuzamos és legalabb
két pontban metszi a torpe halmazt, annak a torpével valé metszete egy zart sza-

kasz. Mindazonaltal a torpe halmazoknak nem kell sem zartnak, sem konvexnek
lenni.

Tizenharom éve Heppes és Kuperberg felsorakoztatott hét torpét, melyek egyiitt
lefedik S’-t. Nekiink viszont elegendd lesz itt hat térpe is! Az elsd 6t torpét

lényegében ugyantgy definidljuk, mint Heppes és Kuperberg, a hatodikat azonban
nagyobb koriiltekintéssel.

Konstrukcié. Az altaldanossdg korldtozdsa nélkiil feltehetjiik, hogy a (O;O;%)
pont nincs S’-ben; kdvetkezésképpen az S’ halmaz (x;y; z) pontjaira teljesill,



hogy z < % — % valamely alkalmas régzitett N > 3 egész szdmra. A Ty C S’
halmazt ugy fogjuk definidlni, megvélasztani, hogy (z; y; z) pontjaira teljesiiljon
22+ y? < 12 és 21 <z < 1 % A T7 halmaz valéban egy toérpe, hiszen a
benne fellepo legnagyobb tavolsag négyzete legfeljebb
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Most tetszbleges o, 3 szbgekre, ahol — T < a < < rmésf—a < % definialjuk
a Q [, B] jelolésti halmazt: azon (x;y; z) pontok halmaza, melyekre van olyan



r és o melyekre r > 0, a < o < 3 és
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Az vildgos, hogy mindegyik Q [«, 3] olyan, hogy barmely, a z-tengellyel parhuzamos
egyenes vagy elkeriili, vagy egyetlen pontban metszi, vagy egy szakaszban. Az
is konnyen |dthaté (és ezt mar Heppes és Kuperberg is megallapitottak), hogy
S C Q[—m, ], tovdbba ha tekintiink egy egységnyi szakaszt a @ [«, 3] hal-
mazban, akkor 8 — a < gg teljesiilése esetén a szakasznak legalabb az egyik



végpontja sziikségképpen a (0;0; %) és (0;0; _21) pontok valamelyike. Mindez
azon mulik, hogy 8 — a < gg esetén cos(f — a) > 3, ugyanis cos(8 — a) < 1

esetén a @ [, B] halmazban lévé két legtavolabbi pont
7cosa;7sma;0 és 7c056;75m6;0 ,

mely pontok tdvolsdgdnak négyzete: %(1 — cos (B — a)). Aki nem elégszik meg
a kozelitd szamitdasokkal ennek ellenérzésére, hogy 8 — a < ‘{7776 esetén valéban
cos (B — a) > % annak ajanljuk a kovetkezd szép ismert képletet:

477
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Marmost cos(8 — o) < 3 esetén fenndllna cos 75 , amibdl kovetkezden

2
fennalina 16 cos 47T < 16 (2 (3) - 1) = =L12 teht csak azt kell ellenérizni,



hogy

112
S VE 4 VI0> VB + V30 \/20 — /80 + /60 — +/720

Hosszas, de kerekitési hiba nélkiili szamolassal, tobbszori négyzetre emeléssel és
az egyenlOtlenség két oldaldnak az dtrendezésével ez nehézségek nélkiil igazolhaté.
(T4ajékoztatasul megemlitjiik, hogy a bal oldal kézelitéleg 17.021, a jobb oldal
pedig kozelitéleg 17.011.)

A fentieknek megfeleléen a 15,13, T4, Ty torpéket a

(S"\T1) N Q |, B;]



képlettel definidljuk, ahol az «;, B; értékeket a kdvetkezd tablazat rogziti:

j = 2 3 4 5
— | —737 | 137 | 73w

Qj = n 120 60 120
o —737 —137 731

Bj = 120 60 120 7T

Ertelem szerint az utolsé toérpe definiciéja nem lesz mas, mint
[—1377 1377]
60 ' 60
Viszont bizonyitanunk kell, hogy T§- ban nem |éphet fel egységnyi tdvolsdg. A ne-
hézséget az jelenti, hogy cos 1336T < 3 miatt a ) [ 13”, 1636T] halmazban felléphet

egységnél nagyobb tdvolsag.

Te = (S"\T1) N Q

A hatodik lefedo halmaz torpesége. Adott u,v valdés szamokra tekintsiik



azoknak az (x;y; z) pontoknak a halmazat, melyekre teljesiilnek ezek:
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Egy ilyen halmazok jeldlése legyen Cy, . El8szér beldtjuk, hogy legalabb egy Cfy v
tartalmazza S-et, hiszen ha nem lenne ez igy, akkor lenne olyan legkisebb € > 0,
melyre lenne legaldbb egy olyan halmaz, mely halmaz (z; y; z) pontjaira fenndll

(z—u)®+(y—v)? < +e
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és ez az utébbi halmaz tartalmaznd az S halmazt. Rogzitve egy ilyen hal-
mazhoz tartozéan az u,v szamokat, és az S halmaz merélegesen vetitve az x-
és y-tengelyek sikjara taldlndank két vagy harom pontot (x1;y1), (z2;y2), il-
letve (x1;y1), (z2;y2), (3; y3) koordindtdkkal, hogy ezen pontokat tartalmazé
legkisebb kor sugara \/% + € lenne, tovabbd az (x;;y;) pontok mindegyikéhez
lenne legalabb egy-egy olyan z;, hogy az (acj;yj;zj) pontok mind az S hal-
mazban lennének. Mivel a kér sugara \/% + ¢, ezért az altalanossag korlatozasa
nélkiil feltehetjiik, hogy (x1;y1) és (x2;y>) tavolsiga legaldbb /3 - \/% +e =
/1 -+ 3¢ > 1. Ez pedig ellentmondas, hiszen S-ben barmely két pont tavolsaga
legfeljebb egységnyi, és a merdleges vetiiletben is fenn kell allni ennek.

Van tehat legalabb egy Cy, v, mely tartalmazza S-et. Az altaldnossag korldtozasa
nélkiil — ha sziikséges, akkor a z tengely koriili forgatas révén — feltehetjiik, hogy



u < 0és v = 0. Most rogzitiink egy ilyen u-t. Tehdat S C C 9. Mivel a

(0;0; %) és (0;0; _71) pontok is S-ben vannak, ezért \_/—% <u <0.

/////

vagy hosszabb szakaszt. Ennél egy k|c5|t erdsebben azt fogjuk megmutatni, hogy
a

oG55
halmaz csak olyan legaldbb egységnyi hosszlisdgu szakaszokat tartalmazhat, me-
lyeknek legaldbb az egyik végpontja (O'O;%) vagy (0;0; _1) Marmost ha u
136T < 5 miatt a Dy,
halmaz csak bovebb lehet, szilkebb nem. Ezért az dltalanossag korlatozasa nélkiil

értékét noveljiik az u < O feltétel betartdsa mellett, akkor

feltehetjiik, hogy u = 0.



Tekintsiink tehat egy feltételezett, lehetd leghosszabb, legalabb egységnyi hosszi-
sagl szakaszt Dg-bdl; a végpontokat jel6lje (x1;y1; 21) és (x2; yo; 22). Ha ezen
két pont koziil legalabb az egyik (0; O; %) vagy (0;0; _—1) készen vagyunk. Fel-
tehetjiik tehat, hogy x1y1 # 0 és x1y; # 0. Az altalanossag korlatozdsa nélkiil
feltehetjilk még azt is, hogy z1 < 0, hiszen z1 > 0 esetén tiikrozhetnénk az x-
és y-tengelyek sikjdra.

Heppes és Kuperberg észrevétele alapjan az dltalanossag korldatozdsa nélkiil felte-
hetjiik, hogy

I&is 137r]

—1371 —7m
(x1; y1; 21) Q[ 0’ 20 ] (x2;y2; 22) € Q [40 60

mert kiilonben az egész szakasz beleférne egy Q [a, 8] halmazba is, ahol 8 —

47 T e e 13 47
a < 750 Itt a 75+ szoég dgy jott ki, mint S5 — 755 A szakaszunk max-

imalis hossza miatt az (x1;y1; z1) pontnak az x- és y-tengelyekre merdleges



Q {_53”, _égﬂ siklap és az z° 4 y? = % egyenlet(i hengerfeliilet metszetén

kell lennie, az (x2; yo; z2) pontnak pedig az (x1; y1; z1) tiikdrképének kell lennie
az x-tengelyre. Kovetkezésképpen a két pont legalabb egységnyi tdvolsdgabdl
adéddan y% + z% > %, tovabba

1 —137 1 . —137w
X1 = —= COS — ——sin
LT V3 60 =37 60
2
Mdarmost a maximalis szakaszhosszbdl adédé :1:%—|—;y%—|— (zl — %) —1és21 <0
miatt 23 = 3=2¥0 Mindazonsltal
- 2 —137 2
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Ez az ellentmondds bizonyitja, hogy Tg valéban torpe. A fenti jobb oldali egyen-
|6tlenség pontos bizonyitdsdhoz arrél kell meggydzédni, hogy sin2 163—67 <v6-2



hiszen

\@—2+<3—2\@>21

3 6 4

Elegendd tehat arrél megbizonyosodni, hogy cos =3+ 13” > 5 — 24/6, mert
13 13
cos— - =1-2sin?"" & 1-2(v6-2)=5-2V6
30 60
Mdrmost elgend6 azt belatni, hogy cos =+ 13” > 97 — 40/6, mert

13 13 2
cos—W:2cos2—7T— és 2(5—2\f6> —1:97—40\f6
15 30



L 1 sl 137 21
Maskiilonben COS <5~ = — COS g €S

2
8cos—7T — 8 cos (I_E)
15 3 5

T T T T
— 8cos —cos — + 8sin —sin —
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— 14 +/5+ /30 — v/180

Tehat csak azt kell belatni, hogy

8(40f6—97)>1+\/§+\/30—\/ﬁ

Ez pedig hosszas, de kerekitési hiba nélkiili szamoldssal nehézségek nélkiil konnyen
ellendrizhetd négyzetre emelésekkel és atrendezésekkel.

Utdlagos megjegyzések. A szerzd és Heppes Aladar személyes beszélgetésein
csak abban tortént megegyezés, hogy a sziikséges torpék szama legalabb négy.



Meglepd mdédon Heppes még azt is elképzelhetdnek tartja, hogy négy toérpe ele-
gendd abban az esetben, ha az S halmaz sima feliiletli oly értelemben, hogy
minden hatdrponthon at egyértelmi{i tamaszfélsik vehet6 fel, és a tamaszfélsik
normdlvektora folytonosan differencidlhaté az S halmaz hatdran. Bar abbdl ko-
vetkezOen, hogy Heppes Aladar tobb mint hat évtizeddel ezeldtt elért kapcsolédd
eredményeinek mindmaig csak csekélyke javithatésaga deriilt ki, Heppes rendkiviil
deriilaténak latszik. A jelen dolgozat eredményei azonban j6 eséllyel javithaték
lehetnek; példaul sima feliiletli S esetében még a hatodik torpe is hazakiildhet6
lehet.

Sejtés. A torpék minimdlis szama &t.
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