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Ajanlas. Segner haldlanak 240. és Fourier sziiletésének 250. évforduléjara

Tartalmi Gsszefoglalé. Megmutatjuk, hogy a Segner-szamok (melyek tévesen
Catalan nevét hordjdk) kezdd egyiitthatdk specialis fiiggvények Fourier-sordban.

Bevezetés. A kovetkez6 szamok Catalan belga matematikus nevét viselik, pedig
Segner Andrds Janos mas sokkal korabban feltaldlta azokat, és jelent6ségiiket



is felismerte: 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012,
742900, 2674440, 9694845, 35357670, ... . A hires Pascal-haromszégben min-
den mdsodik sorban a két legnagyobb szam kiilonbségérdl van szé6: 1 —0, 2 — 1,

6 —4,20—-15, ... .
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1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

A Fourier-sorok elméletében kézismert, hogy minden pozitiv pdratlan egész n
esetében vannak olyan by, b3, - - - , by raciondlis szamok (és ezek egyértelmiiek),



melyekre
sin” x = bysinx + b3gsin3x + -+ - + by sinnw

Sét az is ismert, hogy by, = 217" illetve b, = —2177" attdl fiiggéen, hogy n
maradéka 4-gyel osztva 1 illetve 3. Kovetkezésképpen bevezetve az Sp(z) =
2sinnx (han =1,3,5,...), S(x) = S1(x) jeloléseket, pozitiv paratlan egész
n esetében vannak olyan d,, 1,dy, 3, - , dy, 2 raciondlis szdmok (és ezek egy

értelmiiek), melyekre

S"(x) — S
(CE) n(iE) = bn,l sinx + bn,3 sin3x + .-+ bn,n—2 Sin(n - 2)33 (1)
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attdl fliggden, hogy n maradéka 4-gyel osztva 1 vagy 3.



Allitds. A b1,1, b31, bs 1, ... egyiitthatok a Segner—Catalan-szamok: 1, 2, 5,
14, 42, 132, 429, 1430, 4862, ...

Bizonyitas. Az n = 3 eset kdnnyli, hiszen

23sin3 2 + 2sin 3z
2-3
Hasonléképpen az n = 5 eset is kész, mert

= sinx

22sin® z — 2sin 5z
2.5

— 2sinx — sin 3x

Az altaldanos esetekhez fel fogjuk hasznalni az ismert képletet, mely szerint ha k
nemnegativ egész szam, akkor
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A Fourier-sorok elmélete ismert Osszefiiggései alapjdn
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attdl fiiggden, hogy n maradéka 1 illetve 3. Tekintettel arra, hogy n = 3,5,7, ...

esetén

7T
/ sinnt -sinxz dr =0

—1Tr

azt kapjuk, hogy

1 /W S™(x)

= — -sinx dx
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2n—1 TT .
b,1 = / sin” Tl 2 dx
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A fentiek alapjan n = 2k — 1 esetére azt nyerjiik, hogy

bop—11= %—Fl (2115)

Ismert, hogy a jobb oldali szamok éppen a Segner—Catalan-szamok.
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Zaré megjegyzések. Az (1) és (2) képletek alapjén a fliggvényeket ki

tudjuk fejezni a sin? z fiiggvények polinomjaként. Példaul
23sind3 z + 2sin 3z
2-3
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Az ilyen képletek példaul az integrdlszamitasban hozhatnak sok hasznot.

Hivatkozasok.
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