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Egy téglalap teriiletének felosztasardl. Tekintsiik a szokdsos derékszogili ko-
ordindtarendszerben adott 1 > a > b > 0 paraméterekre a

0<z<a 0<y<b
egyenlotlenségekkel definidlt téglalapot. Az a, b paraméterekrdl tegyiik fel, hogy

a® = b(2 — b)






Tekintsiik az

2? = y(2 — )

egyenletli, egységnyi sugari kort, melynek a téglalapba esd ivhosszat jel6lje 9.
(A korvonal atmegy a téglalap két atellenes sarkan, nevezetesen a bal alsén és a
jobb felsén.) Ugy tudjuk, Segner Andrds Janos (1704-1777) érdeme az a felis-
merés, hogy a koriv a téglalapot gy vagja ketté, hogy a konvex — azaz a felsé —
darab teriilete tobb, mint kétszer akkora, mint a konkdv — azaz az als6 — darabé.
Kiirschak Jozsef (1864—1933) egy bizonyitasat ismerjiik erre a tényre. (Pontosab-
ban fogalmazva: Kiirschak egyik tételébdl egyszeriien kovetkezik a teriiletaranyra
vonatkozé fenti 4llitds.) A jelen dolgozatban felhasznaljuk Kiirschdk bizonyitdsi
Otletét, és élesitjilk Segner felismerését az dltal, hogy bizonyitjuk és felhasznaljuk
a kovetkezo, kissé erosebb tételt:



Tétel. A fentiekben definidlt téglalapdaraboknal a konvex darab és a konkav
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A tételben szereplo tort értéke nyilvan 1-nél nagyobb, ezért a felirt ardany nagyobb
a (3+1): (3—1) aranyndl, azaz élesebb a becslés a Segner—Kiirschak-féle

darab teriiletének aranya tébb mint
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becslésnél.

Megjegyezziik, hogy ha az 22 = y(2 —y) egyenletii kérivet az 2 = 2y egyenletil
paraboldra cseréljiik, az a® = b(2 — b) feltételt pedig az a® = 2b feltételre, akkor
a széban forgd ardny pontosan 2 lesz. Ez a tény mar Arkhimédész (kb. Kr. e.
287—-Kr. e. 212) ltal is bizonyitott volt.



Megjegyezziik tovabba, hogy ha a értéke kdzel van a nulldhoz, akkor a két-
féle téglalap madnem megegyezik, és a kétféle iv is. Az eltérés a téglalap bal
alsé sarka kozelében nagyon-nagyon kevés, a jobb felsé sarok kozelében kicsit
tobb, de ott is csak a* nagysagrendii. Mindez azért van, mert a téglalapba esé
koériv x koordindtdju pontja csak nagyon-nagyon kevéssel van magasabban, mint
a parabolaiv  koordinatdju pontja, hiszen sorfejtéssel
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A tétel bizonyitasa. A bizonyitast Kiirschdk otleteinek felhaszndldsaval végez-
ziik. Tekintsiik a koriv felez6pontjat és a bal oldali végponthoz kdzelebbi negye-
deldpontjat, és képezziink egyenld szard haromszogeket az Gj dbra szerint. Nem
jelent kiilonésebb nehézséget a nagyobbik haromszog teriiletének a kiszamitasa,






hiszen az alapja 2sm hossziisagl, az alapon fekvo szbgei pedlg 5 hosszlsagl
ivhez tartozo keriileti szogek, tehat % nagysaguak; ezt kapjuk: sin? ¥ "‘9 5 tan 7 Y Ha-
sonléképpen a kisebbik egyenld szari hiromszdg teriilete: sin? ﬁtang Most

nézziik meg, hanyszor nagyobb teriilet(i a nagyobbik egyenlé szard haromszog a



kisebbik egyenld szari haromszégnél! Ezt kapjuk:

( 219 19) ( 219 19)
sin“ — tan : sin —tan
2 4 3
) 219 219 ]
(4sm — COS —tan—) : (4sm — cos“ — tan )
4 3 3 3
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Ez a szdm kevesebb, mint 8, de tébb mint 7, mert a > b miatt ¥ < % és igy

219 19 27'('/2 7'('/2

8cos“—cos— >8cos“—cos— ~ 7.1
3 4 8 4

Ismeretes, hogy ha tq1,%o,%3,... pozitiv szamok lgy, hogy minden n-re t, >
tht1 > %”, akkor

& 1 1 1 414
Sotn>tie (14 4+ o ) =2

Mindazonaltal azt nyerjiik, hogy a téglalapunk berajzolt 4tl6ja és a koriv kozotti

teriilet tobb, mint 4t , ahol t1 = sinzgtan % Kovetkezésképpen a tétel al-
litdsdban szerepld arany nagyobb, mint
4¢
¢+ 3
ab t1

2 3



Figyelembe véve, hogy a = sint és b = 1 — cos ), és felhaszndlva a ¢ = %
jelolést az alabbi szamolds teszi teljessé a bizonyitdst:

ab = sin4y(1l — cosdyp) = 4 sin> 2 cos 2

t1 = sin’ 2ptanp = 4 sin3 © COS Y

ab  4sin3 2pcos2¢p 32 sin3g0cos3g0cos 2 5
— — — —3 = CO0s”“ (p cos 2
8t1 32 sin” ¢ cos 32 sin” ¢ cos
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1 ab | 4
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egyenlet megolddsa z = é”—g kész a bizonyitas.



A 7 kozelité kiszamitasarol. Megmutatjuk, hogy Segner mdédszerét tovabbfej-
lesztve hogyan lehet meglepden éles alsé becslést kapni w-re, azaz hogyan lehet
J6 kozelitéssel a kort négyszogesiteni. Tekinsiink egy olyan hegyesszoget, melynek
a koszinuszat meg tudjuk szerkeszteni. Példaul kiindulhatunk 36°-bdl. Ismert,

hogy

cos 36° =

1++5
4

Ebbdl hamar megkaphatjuk, hogy

cos 18° =

8
Tekintsiik a fenti tételiinket a ¥ = /5 értékre. Marmost a téglalap teriilete a

54 /5 COSQOZJ4+\/10+\/20
8



fentiek szerint

/50— 2215

4 sin318° cos 18° = 5
Ennek a teriiletnek a fels6 része a tétel szerint legaldabb

1 1

_l’_
2 6cos18°cos?9°
aranyu része, tehat legaldabb ekkora teriiletii:

- 16 /50 — 22v/5
\/10+\/%(4+\/1o+\/%) 48




A felsO téglalaprész teriiletét m segitségével pontosan is fel tudjuk irni:

9 a(l—b) 7w sin72° 71 /10420

2 2 10 4 10 16
Mindazonaltal m-re a kovetkez6 alsé becslést nyerjiik:

5.\/10+\/20+5-\/50—\/2420 - 16

8 24 5 + /5 + /40 + /320
~ 3.1406

Nem tdl tetszetds képlet ez, és a hibdja koriilbeliil 1 ezrednyi. Ha fele akkora
sz6gbdl indultunk volna ki, negyedakkora lenne a hibank. Ha csak az eredetei
Segner-madszerrel dolgoznank ugyanazzal a kiinduldsi szoggel, akkor a fentiekben



16
5 + /5 + /40 + /320

képletrész helyett csak 1 egységgel szamolhatndnk, és igy a pontatlanabb

~ 1.0778

5 5
- \/10 1 4/20 + - \/50 — /2420 ~ 3.126

érték jonne ki.
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