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Tartalmi Osszefoglald. Segner modszerével a keskeny korszelet teriiletére megle-
hetésen éles, természetes mddon szamithatd alsé becslés adhaté. Segner nevét
vildghiriivé a Segner-szamok (Catalan-szamok) tették, melyek felhasznaldsgval
ebben a dolgozatban tetszbleges pontossagu felsd becslést adunk. Bizonyitjuk
majd — tobbek kozt — a kodvetkezd képletet:

T ®-1 V3-0 X Cp-(V5Fy3— Fony3—2F42)
(Qn + 3) . 42n+3

40 4 16

n=0
ahol Cy, Cq, C5, ... a Segner-szamok, Fyp, Fy, F5, ... a Fibonacci-szamok,

® =1+42sin18° = \/§2+1 ~ 1.618034 pedig az (aranymetszési) aranyardny.




Torténeti felvezetés. Ha egy paraboldval hatdrolt (konvex) sikidomot egy, a
tengelyére merdleges egyenessel egy korldtos és egy nemkorldtos sikidomra va-
gunk, akkor a korlatos darabot parabolaszeletnek nevezziik. A parabolaszelet
alapjdnak az egyenes szakasz hatdrolé vonalat tekintjiik, magassdaganak pedig a
parabola tengelyének a parabolaszeletbe esd részét. Arkhimédész 6ta tudjuk,
hogy a parabolaszelet teriilete az alapszor magassdg szorzat kétharmada. llyen
mddon a parabolaszelet kénnyen négyszégesithetd, azaz kérzdvel és vonalzéval is
szerkeszthetd az alap és a magassdg felhaszndldsdval a parabolaszelettel mege-
gyez0 teriiletli négyzet.

Arkhimédész elott két évszazaddal élt Khioszi Hippokratész, aki nem tévesztendd



0ssze sem a Koszi Hippokratész néven ismert hires orvossal, sem a délnyugat-
sziciliai TeAa Skori varos (és fél Szicilia) valamikori uralkoddjaval, Gélai Hip-
pokratész tiirannosszal. Széval Khioszi Hippokratész 6ta tudjuk négyszdgesiteni
az olyan holdacskdkat, melyeket egy derékszogli hdromszog oldalai kdré (mint at-
mérdk koré) irt kdrvonalak hatdrolnak. Az abran lathaté két holdacska Gsszteriilete
megegyezik a derékszogili haromszog teriiletével. Bosszantdéan érdekes, hogy al-
taldnos esetben a két holdacskat kiilon-kiilon nem tudjuk négyszégesiteni.

Egy praktikus oOtlet. Segner uj otlettel allt el6, bar médszere nem teljes pon-



tossaggal, hanem csak nagyon j6 kozelitésben ad négyszogesitési lehetdséget. Azt
vette észre, hogy ha a derékszogli haromszog rovidebbik befogdja sokkal kisebb,
mint a mdsik befogd, akkor a kisebbik holdacska és a kisebbik befogd kozotti
keskeny korszelet majdnem teljes pontossdaggal parabolaszeletnek tekinthetd. Pél-
daul az abra bal alsé sarkanal lathaté fehér keskeny korszelet alapjat ki tudjuk fe-
jezni a derékszogii hdaromszog legkisebb, o szégével, ha az dtfogdt 2 egységnyinek
tekintjiik: 2sin a.. A keskeny korszelet magassaga: 1—cos a.. A keskeny korszelet
teriiletének a Segner-féle becslése tehat:

2 +2sina - (1 —cosa) = §smozsm2g
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llyen teriiletli négyzet konnyen szerkeszthetd a derékszogii hdaromszogbdl kiin-
dulva. Vegyiik figyelembe véve, hogy a tekintett keskeny kdrszelet pontos teriilete
éppen a — sin . cos «, tovabba vegyiik figyelembe, hogy mai tuddsunk szerint
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Megallapithatjuk tehat, hogy Segner kozelitése meglehetésen pontos, hiszen ha
o értéke kicsi, akkor az eltérés csak a® /30 nagysagrendd.

Azt, hogy Segner médszerével olyan kozelitést kapunk a teriiletre, amely valéjdaban
egy alsé becslés, Kiirschak bizonyitotta tébb, mint egy évszazaddal Segner utan.

Catalan-(helyesebben Segner-)szamok. Barmennyire is pontos Segner mdd-
szere, itt mi most még pontosabbd tessziik azt. Erdekesség lesz, hogy a tovabbfej-
lesztett mddszerhez fel fogjuk haszndlni a Segner-szamok néven ismert sorozatot:
Co=1,C1 =1,Cy =2,C3 =05,..., ahol a sorozat definialé rekurziéja:

Cpnt1=CoCn+ C1Cp1+ -+ Cph_1C1 + CnCy



A rekurziét Segner taldlta azzal a céllal, hogy megmutathaté legyen, hogy egy
konvex n-szog C), féle médon bonthaté haromszégekre n — 3 darab (egymdst
nem metsz8) atlé behizasdval. Bar Catalan Segner-szamoknak nevezte a széban-
forgé szamokat, a vildg magis Catalan-szamok néven ismeri azokat. Temérdek

ismeretanyag halmozédott fel veliik kapcsolatban, példaul az, hogy ha n — oo,
akkor
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hatvanysorral definidlt c¢(x) fiiggvényt mondjuk _Tl < x < % esetén. (Azért

ebben az intervallumban, hogy semmi kétség ne meriilhessen fel a hatvanysor



egyenletes konvergencidjaval kapcsolatban, hiszen Cj, < 4" nyilvdnvalé.) Segner
rekurziéja alapjan kénnyen lathatd, hogy

1+ z-?(z) = c(z)
Ebbdl megkapjuk, hogy

1—+1—4x
2

x - c(x) =
amibdl pedig azt, hogy

1—v1—4a? X Cp - 22?3
/ dr = Z
2 2n + 3

n=0

Hatarozott integralds és numerikus sorok. A fenti képlet kbvetkezménye, hogy

/v/4 1— V1 — 4x2 . i Cp - 2073
0 2 (2n + 3) - 42n+3

n=0




ahol példaul

=& —-1~0.618034
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a hires aranymetszési arany. Marmost ¢t = 2x helyettesitéssel
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Marmost az adott v értékre
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Mindazonaltal
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Ugyanakkor
i Cp-v2nt3 \f—2+5\/§—11+13\@—29 +85\£—190
“—(2n+3)-427+3 192 10240 114688 2359296
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Megjegyezziik, hogy a fent kiirt 6 tagra a részletésszeg mar 12 tizedesjegyre pon-
tos. Emlitést érdemel tovdbba az is, hogy teljes indukciéval kénnyen igazolhaté:



20273 = \/BFy, 13 — Fouy3 — 2F5, 40, ahol Fy = 0, [} = 1, Fj, 5 =
Fri1+F, , k=0,1,2,... az ismert Fibonacci-szdmok. Kdovetkezésképpen a
fenti végtelen 6sszeg minden tagja pozitiv racionalis szimszor v/5 minusz pozitiv
raciondlis szam alakd, és ezdltal nagy numerikus pontossaggal kénnyen szamol-
hato.

A sorfejtéses teriiletszamitas alkalmazasa egy konkrét korszeletre. Tér-
jiink vissza Segner eredeti becsléséhez, mely mondjuk o« = 17T—0 — 18° esetére, a
keskeny, egységnyi sugaru korszelet teriiletére vonatkozik. Ekkor a pontos érték:

m  sin36° 5—+/5
10 2 10
Ugyanakkor a Segner-féle (alsé) becslés:

~ 0.0202666

4 —1
3 - (sin18°) - (1 — cos 18°) = \/_12 (4 — \/10 + \/20) ~ 0.0201658



A jelen dolgozat hozzdajdruldsa szerint a pontos képletbe 17T—O helyére

o 2—1/_8§: C’n-u2nz3 :
o (2n + 3) - 4ent

irhaté. Példaul csak az elsé harom tagot kiirva a végtelen 6sszegbdl, aztdn az
egyszeriisitéseket elvégezve ezt a (felsd) becslést kapjuk:

0752515 — 87317 /10 — 2/5
215 040 4

~ 0.0202669

Meglepben pontos érték, hiszen csak koriilbeliil 2.36 - 10~/ nagysagban (pon-
tosabban szélva |, kicsiségben”) 16 tdl a pontos értéken, mikézben a Segner-féle
als6 becslés hibaja koriilbeliil 1.008 - 10™4 az ellenkezd oldalrél. Ha pedig harom
helyett négy tagot is figyelembe vesziink a végtelen 6sszegbdl, akkor a felsé becs-
lésiink hibaja lecsdkken az 1.3 - 108 kériilbelili értékre.



Végkovetkeztetések. Megallapithatjuk tehat, hogy a Segner-szamok nagy ha-
tékonysagu kozelitd kérnégyszogesitésre is j6l haszndlhaték. A fentiekben bemu-
tatott moédszerrel a tekintett végtelen 6sszegnek csupan a 0, 1, 2, 3 indexii tagjait
kifrva a hibatag ez (valamely kicsi, pozitiv w-re):

1 1 3 C, - w2nt3
%—garcsin%—:;—zw\M—wz— > n- W

0 (2n + 3) - 42043

Marmost

i Cy, - w2ht3 B w3 n w> N 2w’ n 5w
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Mindazonaltal sorfejtéssel ez kaphaté:

1 1 3 5 2w’ 9
% — éarcsin% — 510\/4 — w? el el el ke

_3.43_5.45_7.47_9.49
7wl 21w!3 11w1® 42917

23068672 | 436207616 « 1342177280 | 202057776128
A teriilet kozelitése tekintetében w a 2sina szerepét veszi magdra. Megdl-
lapithatjuk tehat, hogy mind6ssze az 1,1,2,5 Segner-szamok felhasznaldsaval
kicsi a esetén a11/1610 nagysagunal kisebb hiba lép fel, hiszen

7.2l _ 1
23068672 1610
(Nem meglepetés, hogy Cy = 14 miatt 230678672 = ﬁ.) Minden djabb
Segner-szamnak a teriiletet kozelitd képletbe valé beépitésével tovabbi a? szorzé-
val csokkenthetd a hiba nagysagrendje.
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