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Tartalmi összefoglaló. Segner módszerével a keskeny körszelet területére megle-
het½osen éles, természetes módon számítható alsó becslés adható. Segner nevét
világhír½uvé a Segner-számok (Catalan-számok) tették, melyek felhasználásával
ebben a dolgozatban tetsz½oleges pontosságú fels½o becslést adunk. Bizonyítjuk
majd � többek közt � a következ½o képletet:
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ahol C0, C1, C2, ... a Segner-számok, F0, F1, F2, ... a Fibonacci-számok,
� = 1 + 2 sin 18� =
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Történeti felvezetés. Ha egy parabolával határolt (konvex) síkidomot egy, a
tengelyére mer½oleges egyenessel egy korlátos és egy nemkorlátos síkidomra vá-
gunk, akkor a korlátos darabot parabolaszeletnek nevezzük. A parabolaszelet
alapjának az egyenes szakasz határoló vonalat tekintjük, magasságának pedig a
parabola tengelyének a parabolaszeletbe es½o részét. Arkhimédész óta tudjuk,
hogy a parabolaszelet területe az alapszor magasság szorzat kétharmada. Ilyen
módon a parabolaszelet könnyen négyszögesíthet½o, azaz körz½ovel és vonalzóval is
szerkeszthet½o az alap és a magasság felhasználásával a parabolaszelettel mege-
gyez½o terület½u négyzet.

Arkhimédész el½ott két évszázaddal élt Khioszi Hippokratész, aki nem tévesztend½o



össze sem a Kószi Hippokratész néven ismert híres orvossal, sem a délnyugat-
szicíliai �"�� ókori város (és fél Szicília) valamikori uralkodójával, Gélai Hip-
pokratész türannosszal. Szóval Khioszi Hippokratész óta tudjuk négyszögesíteni
az olyan holdacskákat, melyeket egy derékszög½u háromszög oldalai köré (mint át-
mér½ok köré) írt körvonalak határolnak. Az ábrán látható két holdacska összterülete
megegyezik a derékszög½u háromszög területével. Bosszantóan érdekes, hogy ál-
talános esetben a két holdacskát külön-külön nem tudjuk négyszögesíteni.

Egy praktikus ötlet. Segner új ötlettel állt el½o, bár módszere nem teljes pon-



tossággal, hanem csak nagyon jó közelítésben ad négyszögesítési lehet½oséget. Azt
vette észre, hogy ha a derékszög½u háromszög rövidebbik befogója sokkal kisebb,
mint a másik befogó, akkor a kisebbik holdacska és a kisebbik befogó közötti
keskeny körszelet majdnem teljes pontossággal parabolaszeletnek tekinthet½o. Pél-
dául az ábra bal alsó sarkánál látható fehér keskeny körszelet alapját ki tudjuk fe-
jezni a derékszög½u háromszög legkisebb, � szögével, ha az átfogót 2 egységnyinek
tekintjük: 2 sin�. A keskeny körszelet magassága: 1�cos�. A keskeny körszelet
területének a Segner-féle becslése tehát:
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Ilyen terület½u négyzet könnyen szerkeszthet½o a derékszög½u háromszögb½ol kiin-
dulva. Vegyük �gyelembe véve, hogy a tekintett keskeny körszelet pontos területe
éppen �� sin� cos�, továbbá vegyük �gyelembe, hogy mai tudásunk szerint
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Megállapíthatjuk tehát, hogy Segner közelítése meglehet½osen pontos, hiszen ha
� értéke kicsi, akkor az eltérés csak �5=30 nagyságrend½u.

Azt, hogy Segner módszerével olyan közelítést kapunk a területre, amely valójában
egy alsó becslés, Kürschák bizonyította több, mint egy évszázaddal Segner után.

Catalan-(helyesebben Segner-)számok. Bármennyire is pontos Segner mód-
szere, itt mi most még pontosabbá tesszük azt. Érdekesség lesz, hogy a továbbfej-
lesztett módszerhez fel fogjuk használni a Segner-számok néven ismert sorozatot:
C0 = 1; C1 = 1; C2 = 2; C3 = 5; : : :, ahol a sorozat de�niáló rekurziója:

Cn+1 = C0Cn + C1Cn�1 + � � �+ Cn�1C1 + CnC0



A rekurziót Segner találta azzal a céllal, hogy megmutatható legyen, hogy egy
konvex n-szög Cn féle módon bontható háromszögekre n � 3 darab (egymást
nem metsz½o) átló behúzásával. Bár Catalan Segner-számoknak nevezte a szóban-
forgó számokat, a világ mágis Catalan-számok néven ismeri azokat. Temérdek
ismeretanyag halmozódott fel velük kapcsolatban, például az, hogy ha n ! 1,
akkor
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5 esetén. (Azért
ebben az intervallumban, hogy semmi kétség ne merülhessen fel a hatványsor



egyenletes konvergenciájával kapcsolatban, hiszen Cn � 4n nyilvánvaló.) Segner
rekurziója alapján könnyen látható, hogy

1 + x � c2(x) = c(x)
Ebb½ol megkapjuk, hogy

x � c(x) = 1�
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amib½ol pedig azt, hogyZ
1�

p
1� 4x2
2

dx =
1X
n=0

Cn � x2n+3

2n+ 3

Határozott integrálás és numerikus sorok. A fenti képlet következménye, hogyZ v=4
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ahol például
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Mármost az adott � értékre
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Megjegyezzük, hogy a fent kiírt 6 tagra a részletösszeg már 12 tizedesjegyre pon-
tos. Említést érdemel továbbá az is, hogy teljes indukcióval könnyen igazolható:



2�2n+3 =
p
5F2n+3 � F2n+3 � 2F2n+2, ahol F0 = 0, F1 = 1, Fk+2 =

Fk+1 + Fk , k = 0; 1; 2; : : : az ismert Fibonacci-számok. Következésképpen a
fenti végtelen összeg minden tagja pozitív racionális számszor

p
5 minusz pozitív

racionális szám alakú, és ezáltal nagy numerikus pontossággal könnyen számol-
ható.

A sorfejtéses területszámítás alkalmazása egy konkrét körszeletre. Tér-
jünk vissza Segner eredeti becsléséhez, mely mondjuk � = �

10 = 18� esetére, a
keskeny, egységnyi sugarú körszelet területére vonatkozik. Ekkor a pontos érték:
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Ugyanakkor a Segner-féle (alsó) becslés:
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A jelen dolgozat hozzájárulása szerint a pontos képletbe �
10 helyére
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írható. Például csak az els½o három tagot kiírva a végtelen összegb½ol, aztán az
egyszer½usítéseket elvégezve ezt a (fels½o) becslést kapjuk:
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Meglep½oen pontos érték, hiszen csak körülbelül 2:36 � 10�7 nagyságban (pon-
tosabban szólva �kicsiségben�) l½o túl a pontos értéken, miközben a Segner-féle
alsó becslés hibája körülbelül 1:008 � 10�4 az ellenkez½o oldalról. Ha pedig három
helyett négy tagot is �gyelembe veszünk a végtelen összegb½ol, akkor a fels½o becs-
lésünk hibája lecsökken az 1:3 � 10�8 körülbelüli értékre.



Végkövetkeztetések. Megállapíthatjuk tehát, hogy a Segner-számok nagy ha-
tékonyságú közelít½o körnégyszögesítésre is jól használhatók. A fentiekben bemu-
tatott módszerrel a tekintett végtelen összegnek csupán a 0; 1; 2; 3 index½u tagjait
kiírva a hibatag ez (valamely kicsi, pozitív w-re):
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Mindazonáltal sorfejtéssel ez kapható:
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A terület közelítése tekintetében w a 2 sin� szerepét veszi magára. Megál-
lapíthatjuk tehát, hogy mindössze az 1; 1; 2; 5 Segner-számok felhasználásával
kicsi � esetén �11=1610 nagyságúnál kisebb hiba lép fel, hiszen
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(Nem meglepetés, hogy C4 = 14 miatt 7
23 068 672 =

14
11�411 .) Minden újabb

Segner-számnak a területet közelít½o képletbe való beépítésével további �2 szorzó-
val csökkenthet½o a hiba nagyságrendje.
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