Haladvany Kiadvany 2018-06-16

A csillaghatszog spidronszerii felgyiirédése moégoétti matematika
Hujter Mihdly  hujter.misi@gmail.com

Tartalmi Osszefoglalé. Preciz matematikai bevezetést adunk a csillaghatszog
spidronszer(i felosztdsa és hajtogatdsa révén keletkezett, két- illetve haromdimen-
zios grafikai illetve geometriai szerkezethez. Bizonyitdst adunk egy Szilassi illetve
Erdély—Kiss altal vizsgdlt (utébbiak altal elnevezett) Spidron Formula 6sszefiig-
géshez. Uj eredményeink alapja egy énmagaban is érdekes segédtétel, melynek
révén a haromdimezidés kérdések kétdimenzidsakkd egyszeriisithetok.



A csillaghatszog két dimenzioban. Eloszor a komplex szamsikon dolgozunk.
Késobb kilépiink majd a hdromdimenziés euklideszi térbe. Legyen € = cos% +

isin% = \/§2+i, azaz komplex szamként az egyik primitiv tizenkettedik komplex
egységgyok, és tekintsiik azt a deltoidot, melynek csicsai: O, 4cos%, 4e és
4e? cos T, azaz 0,v/12, V12 + 24, /3 + 3i.



1. abra: A legnagyobb és a masodik legnagyobb deltoid

Ez a deltoid az 1. dbrdn a zold sikidom. A deltoid szogei 60, 90 és 120 fokosak, a
hosszabbik oldalak hossza v/12, a révidebbik oldalak hossza 2, a hosszabbik 4tlé
hossza 4, a révidebbi 4tl6 hossza /12, a teriilete v/48. Alkalmazzuk Minkowski-
értelemben a deltoidraa ¢ : z —— 572_ + /12 transzformaciot, és megkapjuk az
1. dbra piros deltoidjat. A piros deltoig teriilete éppen harmada z6ld deltoidénak,

hiszen az oldalak az eredeti %—szoroséra valtoznak.

Szemléletesen szélva az eredeti zold deltoidot az (1/+/3)-szorosara kicsinyitettiik,



2. abra: Erdély Daniel SPIDRON konstrukcidja

elforgattuk balra 30°-kal, és eltoltuk tgy, a kisebbik deltoidnak az egyik hosszab-
bik oldala éppen a nagyobbik deltoid egyik révidebbik oldaldhoz illeszkedjen.

A zo6ld és a piros deltoid uni¢jat a harmadara kicsinyitve és a kicsinyitéseket is-
mételgetve, végiil a nyert teljes deltoidsorozatot a 3¢ komplex szamra tiikrozve
nyerjiik a 2. dbran lathatoé szerkezetet, mely a szerzd6jétdl, Erdély Daniel grafikus-
miivésztol 1979-ben a spidron nevet kapta. Az elnevezés utal egyszerre a spirdl



és a spider szavakra, tovabba kihallik beléle még a sodrony szavunk foszldanya is.
[1] (A spidron sz6 és alakzat miivészeti és kereskedelmi szempontbdl védett.)

Egy spidron tiikérképe is nyilvan spidron. A 2. dbran |athaté spidron Z-helyzettil,
a tiikorképe S-helyzetii. (Az elnevezések arra utalnak, hogy a Z vagy S beti
formdjara kunkorodnak a spidron farkai.)

A spidron tehat végtelen sok deltoidbdl all, bar eredeti definicidja kétféle harom-
sz6g alkotoérészeivel tértént. A 2. dbran lathaté jobb oldali farok végpontja kom-
plex szamokbdl 4llé6 mértani sor dsszegeként kaphaté meg:
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ahol h az 1. dbran a piros deltoid jobb oldali sarkat jel6li; a mértani sor kezdd
tagja illetve hanyadosa
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Ezt Ggy értelmezhetjiik, hogy a kiinduldsi deltoid rovidebbik atléjadja tiikrozve az
S pontot éppen az origéba jutunk.



3. abra: Hat spidron-farokbdl &llé csillaghatszég

Spironszeriien felosztott csillaghatszog. Tekintsiik a 2. dbran lathaté spidron
jobb oldali karjat, azaz a fenti végtelen G6sszegnél tekintetbe vett zold és piros
deltoidok unigjat. Kénnyen lathato, hogy ebbdl a spindonkarbdl és ennek 5 egy-
bevdgd mdsolatabdl egy olyan csillaghatszég rakhaté 6ssze, melynek kézéppontja
a fenti T' komplex szam, egyik csticsa pedig az origé. A hat spidronkar egymads-
bél 1" koriili, 60 fok egész szamszorosa szoggel valé elforgatdssal szarmaztathato,



4. dbra: Erdély D. a spidron-mintazat szerint felgylirt hatszoggel

ahogyan azt a 3. dbra szemlélteti. (Meg kell emliteniink, hogy a hivatkozasok
kozott felsorolt Stoicoviciu—Samoila—Lorenzi-féle munkaban a spidron fogalmatol
fliggetleniil is megtaldlhato a csillaghatszégnek a 3. dbran Ithato felosztdsa.)

Csillaghatszég harom dimenziéban. Erdekes megfigyelés, hogy a hat spidronkar-
bél allé csillaghatszog szakadds nélkiil haromdimenzidssa gyiirhetd illetve hajto-



gathaté. Ehhez mindegyik deltoidot a rovidebbik atléja mentén egy kicsi széggel
be kell hajtani. A deltoidok hatdrdan is megengedjiik a hajtogatast. Az, hogy
egymdshoz képest mekkora széggel hajtjuk be a deltoidokat a révidebbik atléjuk
mentén, csak a deltoidok méretétdl fligg.

Képzeljiik el az eredeti csillaghatszoget egy vizszintes sikban, és a haromdimen-
ziossa gylirés utdn is tekintsiik feliilnézetbdl. A csillaghatszog kézéppontja fixen
marad, és a deltoidok kissé eltorzulnak a feliilnézetben, de az Gsszegylirt alakzat
tovabbra is szimmetrikus marad a 60 fokos elforgatdsra nézve az T' pontnal allitott
fliggobleges egyenenes, mint tengely koriili forgataskor. A felgylirédés utdn is a
deltoidok atléi metszéspontja végig az eredeti vizszintes sikban marad.

A fényképen (a 4. dbrdn) a spidron felfedezdje, Erdély Ddniel lathaté 2012-ben
azzal a felgylirt hatszoggel, mely a fentemlitett csillaghatszog konvex burkabdl



késziilt. (Az itt lathaté spidronkarok a mi nézdpontunkbdl S-helyzetiieknek lat-
szanak.) A nagyon kicsi kozépponti deltoidok helyett gyartastechnolégiai egysze-
riisitéssel csak egy kicsi lyuk lett legyartva.

Jelolje ( illetve  azt a szbget, amennyivel legnagyobb illetve a masodik legna-
gyobb deltoid révidebbik atléja elfordul a vizszinteshez képest, miutdn az Gsszes
deltoid szimultdn gyiirédik. Annak, hogy ( illetve n pozitiv-e vagy negativ-e, nem
lesz jelentdsége. A tovdbbiakban kideritjilk majd, milyen Gsszefiiggés van ( és n
koszimusza kozott. Fel fogjuk haszndlni az 5. és 6. dbrat is.

Az 1. dbran a zo6ld deltoid rovidebbik atléjanak hossza: V12. A 6. abran tehat
AD = DC = /3. Az is konnyen lathaté, hogy AB = BC = 2, BE = 1,
AE = ET = /3. Ezek a tavolsigok a felgyiirés el6tti helyzetre vonathoznak.
A felgylirédés sordn a T' pont fixen marad, a D és E pontok kissé kozelednek



5. abra: A felgyiirodés elotti csillaghatszdg az
eredeti stkban marado pontokkal



ugyan a I' ponthoz, de ekdzben az eredeti vizszintes sikban maradnak, és a
koztiik [évo tavolsag is kissé csokken. Az A, B, C pontok eltavolodnak az eredeti
siktol. Ezen pontok térbeli 1] helyzetét jelslje A’, B’, C'. Ezen harom uj pontot
merblegesen az eredeti sikra vetitve nyerjilk az A”, B, C" pontokat. Tehat az
A" B" C" D, E é T pontok mind az eredeti vizszintes sikon vannak. Az A’ B’
és B'C’ tavolsagok pedig megmaradnak 2 egységnyinek. Szimmetriaokokbdl az
A"TC" haromszég ugyantigy egyenld oldald, mint az eredeti AT'C' hdromszog,
csak valamivel kisebb.

Némi szamoldssal konnyen megkapjuk, hogy
A'c" = "1 = A"T =23 cos¢
B"E = cosn

Mivel A’A” = /3sin¢ és B'B"” = sin n, ezért az A’ A" B" B’ négyszoget
tekintve megkapjuk, hogy



Te

0 A
6. dbra: Néhany pont a felgylir6dé csillaghatszdg részleteként

(\/§sin ¢ — sin 77)2 4+ (A//B//)Z _ (A/B/)2 _ 4

azaz hogy

A'B" — \/4 — (\/§sin ¢ — sin 77)2



Most a B’ B"C"(C'négyszoget tekintve megkapjuk, hogy
2
(v3sin ¢ +sinn)? + (B”C’/) = (B'C')? = 4

azaz hogy

B'C" = \/4 — (V/3sin ¢ + sinn)?

Most ¢ és n fiiggvényében ki fogjuk szamitania az BT tavolsagot is. Mivel a
DT tavolsag az AT C" szabalyos haromszégben — melynek oldala 2/3 cos ¢
— egy magassagvonal, ezért DT = \/7§ . 24/3cos¢ = 3cos(. Hasonléssig
alapjan tehat ET = \% .3cosn = v/3cosn. Mivel a B"ETA derékszog, a

B"TE £ pedig 30 fokos, ezért
B"T = 2cosn

Most egy segédtételt fogunk felhaszndlni.



Segédtétel. Adott a sikban egy +/t oldali szabdlyos hdromszog és egy pont gy,
hogy a haromszdg csiicsaitol mért tavolsagok: /P, \/q. /7. Ekkor

p? 4+ ¢® +r? + 12 = pq + qr +rp+ pt +qt +rt

A segédtétel bizonyitdsa. Legyen s = \/15/72 Feltehetjiik, hogy az egyenld
oldalt hdromszog csticsai az xyz-koordindtarendszerben ezek: (s, 0,0), (0, s, 0),
(0,0,s). Ekkor a hdromszog sikjanak egyenlete: z +y + z = s. Az (x,y, 2)
pont tavolsagnégyzete a csticsoktdl:

(z— s +a°+22, 2?2+ (y—s)P+2% 22 +y7+ (2 s)?

Ha tehdt a szébanforgo negyedik pontot tekintjiik, melynek koordinatdi (u, v, w),



akkor kovetkezd egyenletrendszer elégiil ki:

U+ v+ w

252

(u — s)% + v + w?
w? 4 (v — 8)% + w?
w? 4 v 4 (w — s)?

S QN8 O~ w»
|

Némi hosszas, de egyszerli szdmolas utdan azt nyerjiik, hogy

2
pq+qr +rp+pt+qt +rt = 12<u2—|—02—|—w2—|—uv—|—vw—|—wu)
Kiszamithatjuk % + g% 4 r? + t2 értékét is:

o S R S

((v + w)? + v + w2)2 + (uz + (w4 u)?® + w2)2 + (uz + 02 + (u+ 0)2)2



2
+4(u + v+ w)* =12 (u? + 0% + w2 + uv + vw + w)

Ezzel a segédtétel bizonyitdst nyert.

Egy Osszefiiggés levezetése. A tovdbbiakban a segédtételt fogjuk felhaszndlni
az az A"T'C" szabdlyos haromszég és a B pont vonatkozdsaban. Tehat most

— (A”B”)2 — 4 — (V/3sin¢ —sinn)?

= (TB")? = 4cos®y

= (C"B")?> =4 — (V/3sin¢ +sinn)?

= (A"C")? =12cos? ¢ = 12 — 125sin°¢

~ 3 Q0T

Az egyszeriibb, tomorebb képletek érdekében bevezetjitk az y = sinn, z = sin(



jeloléseket. Tehat

p = 4—(\/§z—y>2
g = 4—4y°
r = 4—(\@z+y>2:
t = 12— 1222
Mindazonaltal
02+ g2+ 12 + 12
— (4 — (V32 — y)2>2 + (4 — 4y2)2 + (4 — (\f3z—|—y)2 )2 + (12 — 12,22)2
= 6(6y2z2—8y2—|—3y4—56z2—|—27z4—|—32>



Ugyanakkor

(p+qg+r)t
— (4—(\f3z—y)2—|—4—4y2—|—4—(\f3z—1—y)2)(12—12z2>

= 72(22—1) (1P +2° -2

pro= (4—(V32-1)?) (4—(V3z+y)?)
(p+m)g = (4—(V3z2—y)*+4—(V32+1y)?) (4 - 4°)
3 (y2 — 1) (y2 +32°% — 4)
A segédtétel alapjan
PP+ +ri+tP=(p+q+r)t+pr+(p+7)g

Ebbdl némi szdmolds révén azt nyerjiik, hogy



6 (6y2z2 —8y? 4 3y* — 5622 £ 2724 + 32) — 72 (z2 - 1) (y2 122 2)
— (4= (V32—9y)® ) (4- (V32 +y)*) —8(y*—1) (¥ +32°—4) =0
Egyszeriisitések utdn ebbdl kijon, hogy —6y2z2 + 8y2 + y* — 822 + 9z* = 0.
Figyelembe véve, hogy 22 < 1, azt kapjuk hogy y? = 322 — 4 4+ 4/1 — 22

Tekintettel arra, hogy V1 — 2z = cos ( és hogy y2 =1- c05277, végezetiil azt
nyerjiik, hogy

cosn:\/3c052C—4cosC+2 (1)

A ,,Spidron Formula”. Erdély Daniel és Kiss Gergd koz6s eredménye az Ggyne-
vezett Spidron Formula (1998-2018). Péar hete mutattdk be egy el6addson azt a



képletet, mely a jelen dolgozat jelolésrendszerében igy szél:

m = arcsin \/4cosC—3c052C—1 (2)

Kénnyen lathatd, hogy a (2) képlet az (1) képletbdl kdnnyen levezethetd. Erdély
és Kiss bizonyitdsa a (2) képletre meglehetésen bonyolult, és 3-dimenzids, mat-
rixszorzasokkal megvaldsitott geometriai transzformdciokat igényel.

Néhany éve Szilassi Lajos is taldlt egy Osszefliggést a ( és n szogek kozott:

—1+4 — 3 cos?
n:arctan\l +4cos¢ cos”¢ (3)

2 —4cos( + 3cos2(

Az ismert trigonometrikus azonossagok felhasznaldsaval konnyen megmutathatd,
hogy a (3) képlet is egyenértékii az (1) és (2) képletekkel.



A hivatkozott munkdkban sok tovabbi érdekesség olvashaté a spidronokrél. Az
interneten vided is taldlhaté, mely mozgdsban mutatja be a csillaghatszog fel-
gylirddését.
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