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Tartalmi o6sszefoglalé. Egyszeriibb formuldval kimondjuk és bizonyitjuk Tahir

és Lucca tételének egy valtozatdat. Az eredményt felhasznaljuk a cimben jelzett
09-szer kisebb korre vonatkozé feladat megoldasara.



Egy feladat kitiizése. Tekintsiik az elsé dbran lathaté fekete félkdroket és piros
koroket. A piros korok sorozata még folytathaté lenne. A legnagyobb félkor
atmérojét egységnyinek vessziik. Megkérdezziik, mi a mdsodik és a harmadik
félkorok atmérdjének aranya akkor, amikor a legkisebb piros kér atmérdje éppen
009-edrésze a legnagyobb félkér datmérdjének.



Tahir és Lucca egy tételének egy valtozata és annak bizonyitdsa. Tegyiik
fel, hogy a legnagyobb félkér atmérdje egységnyi. Valamely alkalmas x pozitiv
szamra tegyiik fel, hogy a masodik legnagyobb félkor atméroje %—|—:r;, a harmadik
félkoré pedig % —x. Tehdt 0 < z < % Jeldlje r1(xz) a legnagyobb piros kor
atméréjét, ro(x) a masodik legnagyobbét, és igy tovabb. Vildgos, hogy minden
fix pozitiv egész n-re az rn(x) fliggvény folytonos, és

lim  7rp(x)=0

x—(1/2)"
Tahir (2006) és Lucca (2018) kimondtak egy tételt — sajnos a bizonyitast nem
kozolték —, mely a kdvetkezd formulaval egyenértékil:
Tétel.
2n? 1
rn(T) = — =

4n2 4422 -1 2



Lathatjuk, hogy a jobb oldal folytonos fliggvénye x-nek és az értéke x = % esetén

valéban O.

ltt most kozliink egy bizonyitast a fenti formuldra. Kiindulunk Descartes hires
tételébdl, mely négy, egymdst kdlcsondsen érintd kor sugarara vonatkozik. A
mdsodik dbrdan ot kort |atunk, ahol a hdrom fekete kor lesz az elsé hdarom pq,
po, p3 sugarral, a negyedik kor pedig vagy a piros kiilsé kér R sugarral, vagy
a piros belsd kor r sugdrra. Descartes tétele szerint — a bizonyitds sok helyen
megtaldlhaté az interneten — R illetve r a kdvetkezd, a p ismeretlenre felirt
masodfoku egyenlet egyetlen pozitiv megolddsa, ahol R esetében az s paraméter
értéke —1, r esetében pedig 1:

> 2 2 2 1 1 1 s\°
PT P P3P PL P2 P3P






Eldszor a p = %,101 — #,pz — 1_4237 szereposztdssal alkalmazzuk a fenti

képletet, és megkapjuk az

2 2 2 2 1 1 1 1 ?
CE R

egyenlet megolddsara, hogy

1 — 2
r=——
6 + 8x2

Ez valéban megegyezik r1(x) értékével.

Most n = 2,3,4,--- esetén r,_1-bdl djra csak Descartes tételével hatdrozzuk



meg 7n(x) értékét. A kdvetkezd egyenlet megolddsa lesz rp(x):

2 2 2 2

(1422:1;)2 i (1—423;)2 i r2(x) i r2_1(z)

2
B 11 1 L 1)
142230 1—4295 7an(x) Tn—l(w)

Elegendd megmutatnuk, hogy a fenti tételben szereplé () kielégiti a fenti (1)

egyenletet. A kovetkezd behelyettesitésekkel élhetiink:

(2) 212 1 1 — 472
rnlr) = — — =
" 4n2—|—4:1:2—1 2 8n2—2—|—8:1:2
2(n — 1)? 1 1 — 422
rn—1(z) = ~

4n—1)2+422—-1 2  8n2—16n + 6 + 822
Ezért



1 1

rn(z)  rp—1(T)

helyére ez irhaté:

8n? —2+8z%2 8n%—16n+6+ 822 4(4n? —4n +1)

1 — 42 * 1 — 452 1 — 42
Masrészt
2 2

2(z) 12 (a)

helyére ez irhaté:
2
2 ((8n2 ~ 16n + 6 + 822) )

(1 _ 4:1;2)2

2 (8n2 24 8:1:2)2
—— +
(1 — 4x2>




Az (1) képlet bal oldala tehdt ez lesz:
2 2

(1—22:1:)2 + (1-42:;;)2

2 (8n2 — 2 + 8332)2 2 ((8n2 — 16n + 6 + 8:1;2)2)

T—a? (1 427
16 (4n® —4n+ 3)2
- (1—422)°
A jobb oldal pedig ez:
1 1 4(4n?2 —4n+1) > 16 (4n? —4n+3)2
(14;1233 T -2 Tt a2 ) = (- 4:1;2)2



Ezzel a tétel bizonyitdsat befejeztiik.

Az eredeti feladat megolddsa. Az r3(r) = 549 99 egyenlet pozitiv megoldasat
tekintjiik:
2.3° 11
4.32 4422 -1 2 2.99
Az kapjuk, hogy x = % Tehat 10 : 9 : 1 aranyban kell a félkérék atmérdjét
felvenni, ha azt akarjuk, hogy az elsé dbran a legkisebb piros kér atméréje éppen

99-szer kisebb legyen, mint a legnagyobb félkér dtmérgje.
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