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Egy els6éves didkom keresett meg izgatottan felfedezésével:

Allitas: Tekintsiik az

a1r + agy = as <1>
b1$ + bgy = b3
egyenletrendszert, legyenek @ := (a1, as,as), = (by,by,b3) és € = a x b

vektoridlis szorzat, ¢ = (c1, ¢y, C3).
Ekkor az egyenletrendszer gyokei (ha c3 # 0):

x:_—Cl és yz_—CQ. (2)
C3 C3

N

BiZOIlyftéS: ? = 7>< b = (Cl, Co, Cg) = (Clzbg — agbg s —a1b3 + a3b1 5 a1b2 - agbl),
és kozépiskolai ismeretekkel konnyen lathatd, hogy kielégiti az egyenletrend-
szert, hiszen

—C1 azby —azby . —c; aibs — azb;
= és = (3)
C3 CleQ — (lgbl C3 Cblbg — agbl

(ez éppen a Cramer szabaly n = 2 specidlis esete). [

Megjegyzések: i) A vektoridlis szorzat

~ ik
7 x b :=det ay ao as (4)
by by b3
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alaku definicigja alapjan a fenti dllitds nem meglep6, csak eddig én nem vettem észre.

ii) A problémdanak érdekes geometriai vetiiletei vannak.

Az egyenletrendszer két sora az [r,y| sikon két egyenes, e, és e, egyenlete,
melyek metszéspontja a megoldds, ezt a pontot jeloljiik Py = (xg,y0) -al. E kic
egyenes normdlvektorai az a® = (ay,a9) és b° := (b, by) vektorok (melyek az @ , b
vektoroknak az [z, y] sikra val vetiiletei).

Mésrészt, az @ és b haromdimenziés vektorokat tekinthetjiik két sik, S, és S,
stkok normalvektorainak, melyek egyenletei a1z + asy + asz = dy és bix + boy +
bsz = dy . Természetes kovetelmény, hogy az S, és S, sikoknak az [x,y] sikkal
valé metszésvonalai pontosan az e, illetve e, egyenesek legyenek, vagyis, z = 0 (és
megfeleld = és y) esetén a;x + asy +az -0 = dy és byx + by + b3 -0 = dy azaz d; = ag
és dy = bs kovetkezik. Tehdat az S, és S, stkok egyenletei:

Sy a4+ ay+asz=az és  Sy:bix+ by + b3z = b3 . (5)

Ebbdl az is kovetkezik, hogy az S, és S, stkok mindegyike dtmegy a @ (0,0, 1) ponton!
A ¢, definiciéja miatt, éppen az S, és S, sikok metszésvonaldnak irdnyvektora,
és (mivel Py €e,Ne, C S, NSy ): € || QP , azaz

¢ = A (zg—0)=X-1x9 (6)
2 = A (yo—0)=A 1 (7)
3 = A (0—1)=-=X

ahonnan c3 # 0 esetén kovetkezik.

Osszefoglalva: P, az e, , e, egyenesckre és a Q (0,0, 1) pontra illesztett S, , S,
stkok metszésvonala éltal az [z, y| stkbdl kimetszett pont.

Diszkusszi6: Az (1)) egyenletrendszernek (2)) pontosan akkor nem ad megoldasat,
ha a c3 = a1by — asby nevezd nulla, azaz E’) és F; parhuzamosak, vagyis az e, , €
egyenesek parhuzamosak. EbbOl csak e, = e, esetén kovetkezik az S, és 9, sikok
parhuzamossdga! Az ii) -ben lefrt geometriai problémanak pedig pontosan akkor
nincs gyoke, ha ¢ parhuzamos az [z,y] sikkal, ami pontosan akkor teljesiil, ha
Sa || Sp vagy S it Sy de e, || ep -

Osszefoglalva: ¢, }f e, < € f[r,y] <= Py = ¢ N[z,9] és Py egyértelmi,
ha e, || e, de e, # ey akkor S, ff Sy de € || [z,y] és Py nem létezik,
ha e, = e, akkor S, = S és ¢ = 0 | [x,y] és Py -t sem sem @ nem adja meg.

Erdemes felrajzolni az e, , e, egyeneseket, az S, , Sy sikokat, a P, @) pontokat
. - = = =
ésaz a , b , ¢ ,a’, b° vektorokat!



