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Egy els½oéves diákom keresett meg izgatottan felfedezésével:

Állítás: Tekintsük az
a1x+ a2y = a3
b1x+ b2y = b3

�
(1)

egyenletrendszert, legyenek �!a := (a1; a2; a3),
�!
b := (b1; b2; b3) és

�!c := �!a � �!b
vektoriális szorzat, �!c = (c1; c2; c3).
Ekkor az (1) egyenletrendszer gyökei (ha c3 6= 0):

x =
�c1
c3

és y =
�c2
c3

. (2)

Bizonyítás: �!c := �!a ��!b = (c1; c2; c3) = (a2b3 � a3b2 ; �a1b3 + a3b1 ; a1b2 � a2b1),
és középiskolai ismeretekkel könnyen látható, hogy (2) kielégíti az (1) egyenletrend-
szert, hiszen

�c1
c3

=
a3b2 � a2b3
a1b2 � a2b1

és
�c1
c3

=
a1b3 � a3b1
a1b2 � a2b1

(3)

(ez éppen a Cramer szabály n = 2 speciális esete). �

Megjegyzések: i) A vektoriális szorzat

�!a ��!b := det

24 i j k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

35 (4)
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alakú de�níciója alapján a fenti állítás nem meglep½o, csak eddig én nem vettem észre.

ii) A problémának érdekes geometriai vetületei vannak.
Az (1) egyenletrendszer két sora az [x; y] síkon két egyenes, ea és eb egyenlete,

melyek metszéspontja a (2) megoldás, ezt a pontot jelöljük P0 = (x0; y0) -al. E két
egyenes normálvektorai az

�!
ao = (a1; a2) és

�!
bo := (b1; b2) vektorok (melyek az

�!a , �!b
vektoroknak az [x; y] síkra való vetületei).
Másrészt, az �!a és �!b háromdimenziós vektorokat tekinthetjük két sík, Sa és Sb

síkok normálvektorainak, melyek egyenletei a1x + a2y + a3z = d1 és b1x + b2y +
b3z = d2 . Természetes követelmény, hogy az Sa és Sb síkoknak az [x; y] síkkal
való metszésvonalai pontosan az ea illetve eb egyenesek legyenek, vagyis, z = 0 (és
megfelel½o x és y) esetén a1x+ a2y+ a3 � 0 = d1 és b1x+ b2y+ b3 � 0 = d2 azaz d1 = a3
és d2 = b3 következik. Tehát az Sa és Sb síkok egyenletei:

Sa : a1x+ a2y + a3z = a3 és Sb : b1x+ b2y + b3z = b3 . (5)

Ebb½ol az is következik, hogy az Sa és Sb síkok mindegyike átmegy aQ (0; 0; 1) ponton!
A �!c , de�níciója miatt, éppen az Sa és Sb síkok metszésvonalának irányvektora,

és (mivel P0 2 ea \ eb � Sa \ Sb ): �!c k QP0 , azaz

c1 = � � (x0 � 0) = � � x0 (6)

c2 = � � (y0 � 0) = � � y0 (7)

c3 = � � (0� 1) = ��

ahonnan c3 6= 0 esetén (2) következik.
Összefoglalva: P0 az ea , eb egyenesekre és a Q (0; 0; 1) pontra illesztett Sa , Sb

síkok metszésvonala által az [x; y] síkból kimetszett pont.

Diszkusszió: Az (1) egyenletrendszernek (2) pontosan akkor nem ad megoldását,
ha a c3 = a1b2 � a2b1 nevez½o nulla, azaz

�!
ao és

�!
bo párhuzamosak, vagyis az ea , eb

egyenesek párhuzamosak. Ebb½ol csak ea = eb esetén következik az Sa és Sb síkok
párhuzamossága! Az ii) -ben leírt geometriai problémának pedig pontosan akkor
nincs gyöke, ha �!c párhuzamos az [x; y] síkkal, ami pontosan akkor teljesül, ha
Sa k Sb vagy Sa , Sb de ea k eb .
Összefoglalva: ea , eb () �!c , [x; y] () P0 =

�!c \ [x; y] és P0 egyértelm½u,
ha ea k eb de ea 6= eb akkor Sa , Sb de �!c k [x; y] és P0 nem létezik,
ha ea = eb akkor Sa = Sb és

�!c = �!0 k [x; y] és P0 -t sem (2) sem (6) nem adja meg.

Érdemes felrajzolni az ea , eb egyeneseket, az Sa , Sb síkokat, a P , Q pontokat
és az �!a , �!b , �!c , �!ao , �!bo vektorokat!
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