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Néhany Catalan-szam és a Pascal-haromsz6g néhany sordnak oszthatésagi tulaj-
donsagait vizsgaljuk.

Lemma. Legyen p paratlan prim. Ekkor m =0,1,2,..., 1%3 esetén

p—2 )\ _
(Zm >_2m—|—1 mod p



Bizonyitds. Elegendd megmutatnunk, hogy
p—2\
( 2 > (2m + 1)

oszthaté p-vel. Mivel 2m < p, ehhez elegendé megmutatnunk, hogy a fenti
képlet (2m)!-szorosa oszthaté p-vel. Marmost mod p szamolva

2m
= (p—2)(p—3)---(p—2m)(p—2m —1) — (2m + 1)!
(—2)(=3)--- (—2m)(—2m — 1) — (2m + 1)1 = 0

< p—2 ) (2m)! — (2m + 1)(2m)!

Tétel (Aebi és Cains, 2008). Jeldlje C), az n-edik Catalan-szamot. Ha p egy
4k + 1 alakd prim, akkor C5. = 2 mod p. Ha pedig p egy 4k + 3 alakud prim,
akkor Cog411 =p—2 mod p.



Bizonyitas. Mivel
B (2n)!
~ (n+1)(n!)?

Cn

ezért a p = 4k + 1 esetben

o — (4k)! 4k - (p — 2)!

2k + 1) (k)2 2k(2k + 1)((2k)1)((2k — 1)1)

_ 2 (p=2
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lgy mod p szdmolva a lemma miatt

2k
= 2(2k+1)—2(2k+1)=0
Mivel 2k 4+ 1 < p, ezért a fentibdl kovetkezik, hogy C5. =2 mod p.

(2k + 1)(Cop — 2) = 2-<p_2>—2(2k+1)



Masrészt a p = 4k + 3 esetben
(4k + 2)! (4k 4+ 2) - (p — 2)!
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lgy mod p szdmolva a lemma miatt

2k
= 2k+2+2k+1=p=0

N

Ebbol kdvetkezden 2 + Cop 1 =0, azaz Cop 11 =p — 2.

A lemma egy mdsik kovetkezménye a kovetkezo tétel



Tétel. A Pascal-haromszognek az 1,p — 2,... kezdetli sordban, ha p paratlan
prim, nincs két kiilonb6zd értékii elem, melyek kiilénbsége oszthaté lenne p-vel.

Bizonyitdas. A Pascal-hdaromszog soranak elemeit sorban jeloljiik igy: ag = 1
ap = p— 2, ... . Tegyiik fel, hogy a; # aj, esetén fenndll, hogy a; — aj, =
0 mod p. Mivel aj = ap, 2 j, ap = ap_o_, ezért az ltaldnossag korldtozasa
nélkiil feltehetjiik, hogy 7 is és k is paros. Legyen 7 = 2m és k = 2n. A lemma
miatt a; = 2m + 1 mod p és ap = 2k + 1 mod p. Tehdt 2m +1 =
2n + 1 mod p, azaz m = n. Ez ellentmond annak, hogy a9, # as,.

Kovetkezmény. Gyenes Zoltdn és Hujter Bélint a kdzelmdltban ezt kérdezte:
Paratlan p primre hanyféle p szerinti osztasi maradékot adnak a Pascal-haromszog
1,p— 2,... kezdetli sordnak elemei? A fenti tétel szerint a valasz p%l, hiszen a
kérdezett sorban dsszesen p%l darab kiilonb6z06 értékil elem van. Ez a p%l darab

osztdsi maradék egyébként éppen az Osszes paratlan szam 1-tdl p — 2-ig.
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