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Tartalmi 6sszefoglal6: Ebben a dolgozatban egy tanulsdgos geometriai—algebrai—
szamelméleti vita térténetét meséljiik el. Mivel 6 fokos szoget tudunk szerkeszte-
ni, de 5 fokosat nem, nagyon izgatéak a kérdések: Miért nem? Lehetne-e mégis?
Ha valaki dllitja, hogy megcsinalja, mire figyeljiink az ellenérzéskor?



A cim magyarazata. Mivel 6 fokos szoget tudunk szerkeszteni, de 5 fokosat nem,
ezért ugy szeretnénk 6trdl hatra, pontosabban hatrdl 6tre jutni, hogy példdul 5
fokos szoget is akarunk szerkeszteni. Ha sikerrel jarndnk, természetesen 6—5 =1
fokos szoget is megkapnank, abbdl pedig dupldzdssal 2 fokos sz6get nyerhetnénk,
tehat harmadolni tudnank egy 6 fokos szoget. Ha 9 fokos szoget kell harmadolnuk,
azt bizton meg tudjuk tenni, hiszen az eredmény a 6 fokos szog fele. Természete-
sen 333 fokos szoget is tudunk harmadolni, de tudunk-e 66 fokos szoget?

A problémakor felvetése. A jelen dolgozat szerzéi koziil Mihdly matematikus,
Péter nem. Viszont Péter az, aki kitaldlt egy szogharmadol6 eljardast. Miutdn sajat
maga alaposan ellendrizte, megmutatta tébb embernek. Nem taldltak benne hi-
bat. Az egyik ellenér — akit Mihdly régota jél ismer, és nagyon j6 matematikusnak
tart — elfogadta a moédszer helyességét, de azt javasolta Péternek, hogy keressen

meg még egy masik szakembert is. Igy akadt r& — majdhogynem véletleniil —
Mihalyra.



Péter és Mihdly eldszér évatosan targyaltak egymdssal. Péter allitotta, hogy
mddszere helyes. Tényleg tud szogeket harmadolni euklideszi eljardssal. Mihaly
elmondta, hogy kételkedik. A tudomany jelenlegi alldsa szerint példaul 54 fokos
szoget is és 63 fokos szoget is tud minden matematikai versenyeken eredményes
kozépiskolds harmadolni, de 60 fokosat a vildgon senki. Sot keresett is Péternek
az interneten olyan angol és magyar nyelvii bizonyitdsokat, melyekbdl kideriil,
hogy 60 fokos szoget harmadolni nem lehetséges a hagyomdnyos euklideszi szer-
kesztésekkel. Tulajdonképpen minden euklideszi szerkesztésben a korzét elegendd
egyetlen egyszer haszndlni: Az ellenfeliink adhat nekiink egy pontot a sikon, és
rogzithet egy korzonyilast. Nekiink a korzét a kapott pontba kell leszirnuk,
berajzolunk a kapott sugdrral egy teljes kort, aztdn a koérzét eldobhatjuk. Mar
csak egy egyélil, jeldletlen vonalzéra van sziikség. Az sem baj, ha az révid. Példaul
az Osszetort, lejart bankkartydnk egy szélsé darabkdja is elég. Mar csak ezzel a
pici vonalzédarabbal is beleszerkeszthetiink a megrajzolt kériinkbe példaul egy



szabalyos 60-szoget. gy 18 fokos szoget is, 21 fokos szbget is nyerhetiink, de 20
fokosat nem.

A vita fokozddasa. Mihaly felszélitotta Pétert, hogy védje magat, és elérandotta
a kardjat egy 60 fokos szog formdjaban, és kérte Pétert, harmadolja, ha tudja.
Az is elég, ha Péter szerkeszt egy szabalyos 9-szoget. Péter elmondta, hogy
sok szogon kiprébélta a médszerét, de konkrétan 60 fokon nem. Es elészor
megmutatta egészen pontosan 49.0909. .. fokos sz6gdn. Hiba nem talaltatott!

Alljon meg a ndszmenet! Nagy numerikus pontossdg nekiink nem elegendd! Ugye
a szOg szakaszos tizedes tortben értend6? Mivel 11-49.0909... = 539.9999. . .,
azaz 540, ezért most a harmadolandé szog teljes pontossaggal 540/11 fokos. Mi-
haly mondta Péternek, hogy ha itt a nevezdben 17 lenne 11 helyett, akkor mar



Gauss is meg tudta volna szerkeszteni két évszazada az 540/17 fokos sz6g har-
madat, hiszen szabalyos 17-szoget tudott szerkeszteni, ebbdl kbvetkezéen 180 /17
fokos szbget is, ami pedig az 540/17 foknak éppen a harmada. Node 180/11
fokos szoget még Gauss sem tudott szerkeszteni, sot tgy tudta, hogy nem is lehet,
mert a szerkeszhetéséghez (néhany mds feltétel kielégitése mellett) a nevezében
lévd paratlan primnek 2-es szamrendszerben olyan alakdnak kell lenni, hogy csak
a legelején és a legvégén lehet 1-es szdmjegy. Mdrpedig 2-es szamrendszerben
atirva a tizenegyet ezt kapjuk 1011. Mindent Osszegezve: Péter konstrukcidja
nem lehet j6, mert ellentmond a matematika j6l ismert eredményeinek! De Péter
munkdja kifogdstalan!

Hol a hiba a gondolatmenetekben? Mihdly elészor azt gondolta, ott kovette
el Péter a hibdt (vagy hidnyossagot), hogy az inputrél nem ellenérizte, hogy
tényleg 540/11 fokos-e. De aztdn késébb rdjott, hogy ezzel nincs nagy baj, hiszen



ha a kapott szoget 11-szer vessziik, akkor latjuk, tényleg 540 fokot kapunk-e.
Késobb Mihdly rajott, hogy Péter szerkesztésétdl fiiggetleniil is tud szerkeszteni
egy 180/11 fokos szbget, ha kiinduldsul felhasznalja a kapott garantdltan 540/11
fokos szoget. Mivel 540/11 — 16 -3 = 12/11, ezért 12/11 fokos sz6g megszer-
keszthetd. Madrpedig 180/11 = 15 - 12/11. Készen is vagyunk! Az eb ott
van elhantolva, hogy a j6l eldkészitett, garantdlt szognagysdagl input mar eleve
tartalmazta a szég harmadolhatésagat!

Egy rafinaltabb példa. Megérezvén, hogy taldn kifogott Mihdlyon, Péter egy
masik példdval is el¢j6tt. Itt a harmadolandé szog nagysdga fokokban:

55.8620689655172413793103448275 . ..

Ez egy periddusos tizedes tort, ahol a perédusban éppen a fent kiirt 28 tizedesjegy
szerepel. A fokokban kifejezett pontos érték tehat kozénséges tortként ez:

5+ 8620689655172413793103448275 1620
9999999999999999999999999999 29




Mivel 1620/(3 - 29) ~ 18.621, és 1620/29 — 18 - 3 = 54/29, azért az input-
bl kdnnyen nyeriink 54 /29 fokos szdget, aminek a 10-szerese éppen a kivant
szogharmad. Most is Péternek van igaza, mert a 1620/29-fokos sz6g harmadol-
hato.

Tovabbi példak gyarthaték. Legyenek p és g pozitiv egész szamok majdnem
tetsz8legesen, csak arra vigydzzunk, hogy g ne legyen 3-mal oszthaté. Allitjuk,
hogy ha kapunk egy szbget, melynek garantdlt nagysdga fokokban mérve 9p/q,
akkor euklideszi szerkesztéssel harmadolni tudjuk, azaz tudunk szerkeszteni egy
3p/q fokos szbget. Most azzal nem foglakozunk, hogy ki és hogyan garantilja,
hogy az inputként kapott sz6g nagysaga fokokban mérve valamely alkalmas p-re
és g-ra éppen 9p/q nagysagi. De ha ez igy van, akkor euklideszi szerkesztéssel
kdnnyen megtaldljuk a relativ prim p és g szamokat. Mivel a 3p és g relativ primek,
a J6l ismert szamelméleti eszkozdkkel taldlunk olyan a és b egész szamokat, hogy



3pa + qb = 1 legyen. Az a és b egész szamok ismeretében megszerkeszhetiink
egy (9p/q)a + 3b fokos szbget, és ezzel készen lesziink, mert p((9p/q)a + 3b) =
3p(3pa + gb) /g = 3p/q.

Akkor most kinek van igaza? Péter moédszere tehat lehet helyes. Van azonban
két csapda. Egyrészt az a gond, hogy garantdlni kell, hogy az input elfogadhaté
legyen a szégharmadolashoz. Masrészt a lehetséges, harmadoldsra varé szogeknek
csak nulla szdzalékat tudja kezelni az algoritmus. Tovdbbra sem tudunk tisztan
euklideszi szerkesztéssel a semmibdl 5 fokos szoget szerkeszteni, azaz mig a 18
fokos szoget tudjuk harmadolni, addig a 15 fokos szdget mar nem. Erdekesség,
hogy példaul a 15+ 3/(8-17) fokos szbget is és a 15— 6/(8-17) fokos szdget is
tudjuk harmadolni, igy a két sz6g szamtani kézepét is, de a 2 : 1 ardnyu sulyozott
szamtani kozepiiket mar nem. |tt a 8-as helyére tetszblegesen nagy 2-hatvdny
is irhatd, igy tetszlleges pontossdggal tudjuk a 15 fokot harmadolni, de teljes
pontossaggal tovdbbra sem.



Egy paradoxon zardsnak. Oregapdnk zsebérdja még jél jar, csak naponta par
masodpercet késik. Sohasem mutatja tehat a pontos idét. Viszont ha tovabb
gyengiil benne a rigs, akkor naponta mar perceket is késik. Igy bedllitas nélkiil
is lesz minden esztendében néhdny pillanat, amikor pontos idét mutat az dra.
Minél jobban gyengiil a rugd, annal gyakrabban mutatja a pontos idét. Ha pedig
abbahagyjuk a szokast, hogy minden nap felhiizzuk az 6rat, akkor mar naponta
kétszer is pontos iddt kapunk. A gond az, hogy nem tudjuk, mikor kapjuk és
mikor nem a pontos idot, ha mdshonnan nem tudjuk, hdany éra van!
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