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Tartalmi Osszefoglalé: Bezdek Andrdas magyar—amerikai professzor egyik otleté-
tol indittatva bizonyitjuk a kovetkezot: Tekintsiik egy kocka éleinek vazat lebegni
altaldnos helyzetben. A kocka arnyéka a nap irdnydra merdleges helyzetii sikon
6 darab egymashoz illesztett paralelogrammanak latszik, amik egyiitt hatszéget
alkotnak. Az arnyékon lathaté 12 élhosszisagbdl képezziik a térben egy téglatest
élvazat a lehetd legtermészetesebb médon. Allitjuk, hogy a téglatest testatls-
hossza — a kocka eredeti helyzetétdl fiiggetleniil — mindig megegyezik a kocka
lapatlé-hosszaval.



Matematikai megfogalmazas. Koézismert tény, hogy az xyz-koordindtarend-
szerben egy daltaldnos helyzetii egységkocka merdleges vetiilete az xy-sikra egy
centrdlszimmetrikus konvex hatszog. A hatszog oldalhosszai sorban p, q,r, p, q, r,
ahol p, ¢ és r mindegyike szigordan 0 és 1 kozotti. Ki fog deriilni, hogy p? +
q2 + 72 =2, azaz a p, q, r-él{i téglatest testatlé-hossza /2.

Egy algebrai—-geometriai segédtétel. A p? + g2 + r2 Ssszegre vonatkozé &l-
litasunkat az aldabbi lemma segitségével bizonyitjuk majd:

Lemma
a%+b%—|—c%:1; a%—l—b%—kc%zl; a§+b§—|—c§:1;

aijas+b1bo+cico = 0; asas3+bobsz+coc3 = 0; azai+b3b1+c3c1 =0



esetén

a%#—a%—l—a%:l; b%—l—b%—i—b%:l; c%—l—c%—l—c%zl

A lemma bizonyitdsa. Szimmetria okdn elég annyit megmutatni, hogy a% + a% +
a% = 1. Tekintve j = 1,2, 3 esetén az (a;, bj, c;) vektorokat, ezeket éppen mint
egy egységnyi élii kocka egyik csticsdbdl (ami az origd) kiindulé 3 élt azonosithat-
juk. Az els6 harom feltétel-egyenlet azt jelenti, hogy az élek hossza egységnyi, az
utolsé harom feltétel-egyenlet pedig azt, hogy az origdbdl indulé élek merdlegesek
egymasra.

A z-tengely koriil forgatdssal elérjiik, hogy b1 = 0 legyen. A forgatds kozben a
lemma feltételei kozt szerepld hat egyenlet végig fenndll; tehat az altaldnossag
korlatozdsa nélkiil feltehetjiik, hogy b1 = 0. A kockdnak az origéra valé tiikrozése



is fenntartja a felirt feltétel-egyenleteket. Sem a forgatds, sem a tiikrozés nem
valtoztatta meg a% + a% + a% értékét. Tehat feltehetjiik azt is, hogy ¢ > 0.
Ezért az elsé feltétel-egyenletbél megkapjuk, hogy ¢; = /1 —a?. Ha ¢ = 0,
akkor hamar kinyerjiik, hogy a1 = 1,a9 = a3 = 0, és igy készen lesziink, hiszen
af + a3 + a3 = 12 4+ 024 0% = 1. A tovabbiakban feltehetjiik tehat, hogy
c1 > 0. Tekintetbe véve a negyedik és 6todik feltétel-egyenleteket is, ezeket

kapjuk: ¢p = —ajas/c1, ¢3 = —ajaz/c1. A lemma feltételei kozt szerepld
masodik és a harmadik egyenlet okan

—agan\? a3 _ajaz\? a3

b%zl—a%— 172 =1- -2 b%zl—a%— 13 =13

c 2 2




Egyszeriisités és c2-tel valé felszorzas utan készen is lesziink: a2+a2+a2—1 — 0.
gy 1 1 2 3

[x]

A téglatestre vonatkozé allitas bizonyitasa. A tartalmi 6sszefoglaléban em-
litett téglatestnek az egy csiucsbdl indulé éleinek hossza nyilvan p, g, r, és a tégla-
test test atléjdnak hossza \/p2 + g2 4+ r2. Ha lgy vessziik fel az xyz-koordinata-
rendszert, hogy a z-tengely a nap irdnydba mutat, akkor — mivel a nap végtelen

tavolinak és egyetlen pontnak tekinthetd — az arnyék az xy-sikon képzddik dgy,
hogy minden pont z-koordinatdja kinullazédik. Az dltalanossag korlatozasa nélkiil
feltehetjiik, hogy a kocka egyik csticsdnak az drnyéka éppen az xy-sik origdja
(azaz a kiszemelt kocka-csiics a z-tengelyen van), és azt is feltehetjiik, hogy
a kocka ezen cslicsabdl a csomszédos cslicsokba mutaté vektorok: (aj, bj, ¢;),
7 = 1,2,3. Ekkor a lemma feltételei fennallnak, és azt is feltehetjiik, hogy a



p, q, T szamok sorrendje olyan, hogy p2 = a% + b%, q2 = a% + b2 72 = a% + b%.
Mindazondltal a lemma allitdsabol kdvetkezben

p?+q* + 1% =al + a5 + a3 + b3 + b3 + b3 = 2

A téglatest testitlé-hossza tehat v/2, és ez megegyezik az egységkocka lap &tl6-
hosszdval. [X]

Megjegyzések. Ha a kiindulasi kocka nem 4ltalanos helyzetii, akkor az drnyéka
hatszog helyett téglalap (esetleg négyzet) is lehet. A p, g, r szdmok ilyen esetek-
ben is értelmezhetdk a téglalapot degeneradlt hatszognek tekintve, és tovabbra is
ugyanaz marad a négyzetosszegiik.



