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Egy hatszog mikor egy kocka arnyéka?
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Tartalmi Osszefoglalé: Tekintsiink egy tomor, atlatszatlan kockat lebegni al-
taldnos helyzetben. A kocka drnyéka a nap irdnyara merdleges helyzetii sikon
olyan centrdlszimmetrikus hatszog, melynek mindegyik szoge tompaszog. Egy
pdr napja megjelent dolgozat szerint a hatszog oldalainak hossza meghatarozza a
kocka méretét. A jelen irdasbdl kideriil, hogy a hatszog szogei is meghatarozhaték
az oldalak hosszabdl.



Matematikai megfogalmazas. Koézismert tény, hogy az xyz-koordindtarend-
szerben egy dltalanos helyzetii kocka merdleges vetiilete az xy-sikra egy cent-
rdlszimmetrikus hatszég, melynek mindegyik szége tompaszég. A hatszég oldal-
hosszai sorban p,q,r,p,q,r. Egy par napja megjelent dolgozat [1] szerint a

kocka éIhossza\/(p2 + g2 + rz) /2. A p és a q hosszlisdgl hatszog-oldalak kozti

tompaszoget jelolje ¥. Bizonyitani fogjuk a kovetkezd képletet:
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A fenti képlet bizonyitasa. Mivel [1] szerint p®+ g%+ 12 éppen a kocka lapatlé-
hosszanak a négyzete, ezért az altalanossag korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy
p? 4+ ¢ +1r? = 2, azaz az egységnyi élii kocka arnyékat tekintjiik. Nyilvan p, g, r



mindegyike szigorian 0 és 1 kozotti. Mivel a kocka nagyitdsa vagy kicsinyitése
nem vdltoztatja meg a sin v¥-ra vonatkozé fenti képlet jobb oldalat, ezért elegendd
az egységnyi élli kocka esetével foglalkoznunk. Az 3ltaldnossag korlatozasa nélkiil
feltehetjiik, hogy a kocka egyik csticsa az origd, az egyik szomszédos csiics pedig
(21,y1, 21), ahol £1 = p, y1 = 0, 21 = /1 — p?. Az origéval szomszédos masik
két kockacslcs (x2, Yo, 22) és (3, y3, 23), ahol :B%—Fy% = g2 és :c%—|—y§ =72 Az
dltalanossag korlatozdsa nélkiil feltehetjiik, hogy 2o és z3 is pozitiv. A kockaélek
egységnyi voltabdl kdvetkezden zo = /1 — g2, 23 = V1 — r2. Mivel az origébdl
indulé harom kockaél paronként merdleges egymadsra, ezért

r1T2 +Yy1y2 + 2122 = 0
r123 +y1y3 + 2123 = 0
o3 + Y2uy3 + 2223 0



azZaZz

pry + /(1 - p2)(1 — ¢?) = O
pr3+/(1-p?)(1—-12) = 0

1273 + Y2y3 + \/(1 -¢?)(1-7%) =0
Most felirjuk a koszinusztételt az xy-sikon arra a haromszégre, melynek két oldala
a hatszog p illetve g hosszlisdgu oldala:

(z1 — 22)* + (y1 — ¥2)° = p° + ¢° — 2pq cos ¥

Mivel x1 = p, y1 = 0 és y% = q% — a:% ezért a koszinusztétel ezt adja:

(p—$2)2+q2—96%—p2—q2—|—2pqcosz9:0

Egyszeriisités utdn ebbdl kinyerjiik, hogy xo = qcos®. Ezt visszairva abba a
fenti egyenletbe, mely x»-t tartalmazza, a kévetkez6h6z jutunk:

pgcosd + /(1 — p2)(1 — ¢2) =0




Ebbdl megkapjuk, hogy
4p?q® (1 —sin®¥) = (2 — 2p%)(2 - 2¢%)
Mivel p2 + ¢% + r2 = 2, ezért
(2-2p")(2-2¢°) = (P ++7°)P° — ¢ +7°)

Mindazonaltal megkapjuk, hogy

\/(p2 + q2)2 —r4

2pq

sin =

A képletek érdekes szimmetridja. Tekintetbe véve, hogy a centrdlszimmet-
rikus hatszdogekben harom kozvetleniil egymdsutdni szog 6sszege 27, az imént



bizonyitott képlet egy érdekes tulajdonsaga mutatkozik meg. Kiindulva abbdl,

hogy
2, 2\°_ .4
_ (p +q ) —T
sin v =
2pq
hamar megkapjuk, hogy
2
\/T4 — (2 = 2
—cos v = ( >
2pq
Ha p? + ¢%2 + 72 = 2, akkor a képletek tovabb egyszeriisédnek:
V1 — 72 1 — p2)(1 — g2
sin v = T —cosf}:\/( P7)( )

rq rq



Ha a kovetkezd két szoget ¥ illetve 9" jelsli, akkor a fentiekhez hasonléan

2

sind = 1-p
qr

/ 2

sind = 1—4
rp

Az addicios képlet alapjan
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Mivel 2 — p® — ¢° = 72, megkaptuk, hogy —sin (¢ +9") = sin. Mivel 9,
¥, 9" mindegyike tompaszdg, az egyenlség azzal egyenértékii, hogy ¥+ '+
V' =27,

Sziikséges és elégséges feltételek. Legyenek p < q < r pozitiv szamok, a
monotonitdstdl eltekintve tetszélegesen megvdlasztva. Most 6sszefoglaljuk, hogy
mik a sziikséges és elégséges feltételei annak, hogy egy pozitiv vagy negativ
koriiljards szerint p, q,r,p, q,r oldald, minden csicsanadl tompaszogii, central-
szimmetrikus hatszég valamely alkalmas kocka merdleges vetiilete lehessen. A

kocka élhossza \/(p2 + g% + 'r2> /2, ezért sziikséges r < \/(pz + q2 + rz) /2

azaz 12 < p? + ¢2. A hatszog szogei a fentiek szerint egyértelmiien meghatsro-
zottak, tehat a p, q, r sorozat egybevdgdsag szempontjabdl meghatdrozza a hat-
szoget. Allitjuk, hogy a felsorolt feltételek elégségesek is. Az &ltaldnossag kor-
lstozasa nélkil feltehetjiik, hogy p? + ¢ + r2 = 2. Egy megfelelé kockat



négy csucsaval, nevezetesen a fentiek szerint az origéval, tovadbba az (x1, y1, 21),
(2, Yo, 22) és (x3,y3,23) pontokkal definidlunk, ahol z1 = p < 1, y;1 = 0,

21 =1/1—-p2>0,20=4/1—¢%2>0,23=+v1—r7 :\/p2—|—q2—1>0,

w% + y% = ¢2 és 513% + y% = r2 =2 — p? — ¢%. Amint fent megallapitottuk,

/A=) -¢®)  —/0d-p})(1-¢)

o = qgcosv =q -

pq p
Kovetkezésképpen
> 2 o o (1-p)1-¢%) p*+¢*-1
y2_q —332—q— p2 — p2

A kockanak az drnyékdn (azaz az xy-sikra valé merdleges vetiiletén) a p, q, 7, p, q, r
hosszlisagl oldalak koériiljarasi irdnya attdl fligg, hogy yo értéke pozitiv-e vagy

negativ. Ha pozitiv, akkor a fentiekbdl yo = \/p2 +q%—1/p.



A fentiekhez hasonléan megkaphaté, hogy

=) - - - )

/!
x3 = rcost =

TP p
(1—r2)(1—p?)
y5 = 2—p°—q° — 2
(p>+¢*—1)(1—-p?) 1-4¢°
— 2—p2—q2— 5 — 5

p p
Tehat vagy y3 = /1 — q?/p, vagy y3 = —/1 — q?/p . Mivel teljesiilni kell a

xox3 + Yo2y3z + 2023 = 0 egyenletnek is, és itt xo és x3 negativ, yp, 2o és 23
pozitiv, tehat y3-nak negativnak kell lennie, azaz y3 = —/1 — ¢?/p .

A kocka egyik cslcsa tehdt az origd, a szomszédos harom cstics koordinatai pedig



a kovetkezd oszlopok:

] [ op e | VAP —e?)/p
y1 | = 0 y2 | = P2+ —1/p
| A1 | ] 1—p2_ | 22 | /1_q2
] | VPR -1 - p?)/p
3 | = —1—-¢?/p
R \/pz 21 |

Azt konnyen ellendrizhetjiik, hogy ezek az origdval egyiitt valéban egy egységnyi



élli kocka négy csicsat alkotjak. Valéban

x%+y%+25 =

x§+y§+25 —
x5+ Y3+ 25 =

tovabba

pP+0+1—p°=1

(L-p)1-¢) p?+a* -1
2

> +1—¢°=1
p p

(p>+¢*>—1)(1—p?) 1-¢°
2

1

; e + (P2 + ¢ —1)

$15B2+y1y2+2122=—\/(1—p2)(1—q2)+0+\/1—192'\/1—61 =

123 + Y1Y3 + 2123

P+ @ -1)(1—p?)+0+ 11— /P2 +¢2 -1
0



x2x3 + Y2y3 + 2223

JA—p2)(1 - ¢2)- ¢<p2+q —1)(1 - p2?)

VPRt -1 \/1_q +y1—q? P2+ 21
= ((%—1>+ +1> \/7 VP2 +2—1=0

p

Most a kocka emlitett négy csticsdnak a meréleges vetiilete az xy-sikon: (0, 0),
@11 = (.0 (@2,02) = (—/@ =)A=\~ 1/p ).
(x3,y3) = (\/1 — ¢2, \/p2 + g2 — 1>. A kocka vetiiletének kdzéppontja nyil-
van az ((x1 + x>+ x3)/2,(y1 + y2 + y3)/2) pont. Most tekintsiik a «, 3,




Ismeretlenekre az

at+pf+y =1
axy + fra +vyz3 = 0
ay1 +Py2+vys = 0
egyenletrendszert. A konkrét megoldds-értékek nem fontosak szamunkra, de az
igen, hogy a, 5,y mindegyike pozitiv szam lesz. Ez azt jelenti, hogy (=1, y1), (2, y2)
és (x3,y3) olyan haromszdget alkot, melynek a belsejében van az origé. Az origé-
val atellenes kockacslics vetiilete a xy-sikon (x1+xo+x3, y1 +y2+y3). Nyilvan

ez az (r2 + 3, Y2+ y3), (3 +71,y3+y1) és (1 +x2,y1 +y2) pontok alkotta
hdromszog belsejében van.

Megkaptuk tehdt, hogy a kocka vetiilete az xy-sikra az (z1, y1), (2, y2), (3, y3),

(T2 + 23,92 + y3), (z3 + 71,93 + Y1) és (z1 + z2,y1 + y2) pontok konvex
burka.



Most ellendrizziik, hogy ez a hat pont tényleg az eloirt sorrendben alkotja-e a
hatszoget. Az (x1,vy1) és (3 + x1,y3 + y1) pontok tdvolsdgdnak négyzete:

(z1 — (3 +21))° + (y1 — (¥3 + ¥1))?
= 23 +13
> o 2 2
Fq?—1)(1— 1—
(p° +q p2)( ro) pzq P S S

Tehat az (x1,y1) és (x3+ x1,y3+y1) pontok kdzétt van az egyik r hossziisagl
oldal. A madsik r hossziisagt oldal ennek a tiikdrképénél van, tehat az (zo +

3, Y2 + y3) és az (2, y2) pontok kozétt. Az (x1,y1) és az (z1 + ©2, Y1 + ¥2)
pontok kozotti tavolsdg négyzete:

(z1 — (z1 + 22))* + (y1 — (y1 + v2))?

5 + Y5

(1-p?)(1—-q¢?) p*+¢>—-1
2 + 2 — 4

p p




Tehdt az (x1,y1) és az (x1 + x2, y1 + y2) pontok kozotti tdvolsdg q, és nyilvan
ugyanez igaz a tiikorképekre, azaz az (zo + 3, y2 + y3) és (3, y3) pontokra is.

Hatra van még az (xp,y»2) és az (x1 + =2, y1 + y2) pontok tdvolsdgdnak el-
lendrzése. A tavolsag négyzete:

(22 — (z1 4+ 22))? + (v2 — (y1 + ¥2))? = 23 + y3 = p® + 0% = p?

Tehat az (xo,yo) és az (x1 + x2,y1 + y2) pontok tavolsdga p. Nyilvdn ugyanez
a tiikorképeik, tehat az (x3 + x1,y3 + y1) és az (x3,y3) pontok tdvolsdga is.

Megkaptuk tehdt, hogy a hatszégon a (x2,y2), (x1 + T2,y1 + y2), (1, Y1),

(x3 +21,¥3 +y1), (23,93), (2 + 23,92 + y3), (T2, y2) sorrend adja az oldal-
hosszlisagok eldirt p, q, , p, q, r sorrendjét.



Tovabbi érdekességek. A hatszog cslicsaindl a cstcsokbdl kiindulé hatszo-
goldalak kijelolnek hat darab tompaszogii haromszoget. A szemben fekvok nyilvan
egymas tiikorképei. Szamitsuk ki ezen haromszogek teriiletét! Annak a teriilete

példaul, amelyik az (x3,y3) csicsnal van, éppen (pgsin®d) /2 = 1 —1r2/2.
Hasonléképpen a masik kétféle teriilet /1 — p2/2 illetve /1 — q2/2. Tehat a

hat darab tompaszogli hdromszdg teriiletének a négyzetdsszege:

1—r? 1 — p? 1-¢° 1
: 2. 2. ——
" " 4 2

Mindazondltal a hat darab tompaszogili hdaromszég teriiletének négyzetes kdzepe
egészen pontosan: 1/4/12.

2

Konnyen meggondolhaté, hogy a hatszog teriilete éppen a hat darab haromszog
teriiletének az 6sszege. A szamtani és a négyzetes kozép kozotti ismert Gssze-
fliggés alapjdn a hatszog teriilete akkor a legnagyobb, ha p = ¢ = r = /2/3.



Ekkor (a maximilis helyzeben) tehat a hatszog teriilete 6/4/12 = /3. Tovabbi
érdekes feladat annak kimutatdsa, hogy a hatszog teriilete mindig tobb, mint 1.
Ennek bizonyitdsat az olvaséra hagyjuk. Megemlitjiik, hogy nemrégiben Bezdek
és Joos egy erGsebb dllitast is bizonyitott [2]: A hatszdg a belsejében is tartalmaz

egy egységnégyzetet.
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