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1. De�níció. Tekintsük a következ½oKN = (V;E) gráfot: legyen V := N (természetes
számok) és legyen (m;n) 2 E ha m és n relatív prímek (azaz lnko(m;n) = 1).
�

Az alábbi érdekes állítás könnyen belátható, én Pyber Lászlótól hallottam 1987-
ben ([P87]):

2. Állítás. Tetsz½oleges G gráf pontosan akkor feszített (spanned, induced) részgráfja
KN -nek, ha

chr(Gr �(P )) véges 8P 2 V (*)

ahol
�(P ) := fQ 2 V : (P;Q) 2 Eg

jelöli a P csúcs szomszédainak halmazát, chr pedig a kromatikus szám. �
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A fenti eredmény adta az ötletet a következ½o gráfok feszített részgráfjainak vizs-
gálatához.

3. De�níció. Tetsz½oleges (véges vagy végtelen) � � � számosságokra jelölje
K�;� := (V�;�; E�;�) a következ½o gráfot:

V�;� := [�]
� = fX � � : jXj = �g (1)

és legyen

(X;Y ) 2 E def() X \ Y = ? . (2)

A K�;<� := (V�;<�; E�;<�) és K�;�� := (V�;��; E�;��) gráfokat hasonlóan de�niáljuk:

V�;<� := [�]
<� = fX � � : jXj < �g (3)

illetve
V�;�� := [�]

�� = fX � � : jXj � �g , (4)

és az éleket (2) de�niálja. �

Az 1987-ben felvetett ([Sz87]) alábbi probléma tudomásom szerint máig megol-
datlan:

4. Probléma. Jellemezzük a K�;�, K�;�� és K�;<� gráfok feszített részgráfjait. �

A következ½o állítások még egyszer½uen beláthatók:

5. Állítás. Bármely � számosságra egy tetsz½oleges megszámlálható G gráf pontosan
akkor feszített részgráfja K�;<!0 -nak, ha (*) teljesül. �

(AK�;<!0 gráf csúcspontjai, azaz V�;<!0 elemei a � számosság véges részhalmazai.)

6. Állítás. Bármely � számosság esetén egy tetsz½oleges, legfeljebb � méret½u (csúcs-
számú) G gráf pontosan akkor feszített részgráfja K�;<� -nak, ha

chr(Gn�(P )) < � bármely P 2 V (*L)

teljesül. �
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Azonban � -nál nagyobb számosságú gráfokra a fenti feltétel nem elégséges, mint
Komjáth Péter észrevette ([K87]):

7. Állítás. A �+ csúcsú páros gráf nem feszített részgráfja K�;<� -nak. �

A következ½o tételben szükséges feltételeket fogalmazunk meg a K�;<� gráfok fe-
szített részgráfjairól.

8. Tétel. Ha feltesszük még, hogy � elérhetetlen számosság, vagyis

�<� :=
P
�<�

�� = � (5)

és a G gráfban minden csúcs szomszédhalmazai különböz½oek:

P1 6= P2 =) �(P1) 6= �(P2) 8P1; P2 2 V (G) , (6)

akkor a �+ -nál nagyobb méret½u G gráfokra a következ½o feltételek szükséges ahhoz,
hogy G feszített részgráfja lehessen K�;<� -nak:

G -ben nincs teljes
�
� : �+

�
páros gráf (**)

és G páros, azaz V (G) = A [B esetén

van A -nak egy
n
Xi 2 [A]�

+

: i 2 I
o
majdnem diszjunkt felosztása, (***)

vagyis
jXi \Xjj < � 8i 6= j 2 I , (7)

amelyre

(8y 2 B) (9#y < �) (8i 2 I) vagy � (y) \Xi = ? vagy jXi n � (y)j � #y .
(8)

�

Sajnos máig nem ismert (általános) elégséges feltétel �+ -nál nagyobb méret½u G
gráfokra ahhoz, hogy G feszített részgráfja lehessen a K�;<� , K�;�� , K�;� gráfok
valamelyikének, még a jGj = �+ vagy chr (G) = 2 speciális esetekben sem.
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Erd½os Pál, David Wagner és Pyber László [EPW85] a problémát megszámlálható
hipergráfokra vizsgálták.

Wilson Castrellon a következ½o problémát vetette fel ([CW87]): jellemezzük az
alábbi KR gráf feszített részgráfjait:

9. De�níció. Tekintsük a KR = (V;E) gráfot: legyen V := R (valós számok) és
legyen (r; s) 2 E ha r=s irracionális. �

Egyedül a következ½o részeredmény ismert:

10. Állítás. Egy véges vagy megszámlálható G gráf pontosan akkor feszített rész-
gráfja KR -nek, ha bármely p; q; r 2 V csúcsokra

HA (p; q) 2 E AKKOR (p; r) 2 E vagy (q; r) 2 E . (+)

�

Wilson Castrellon, Samuel Camargo és Fred Galvin neve alatt találjuk a következ½o
problémát ([CCG87]):

11. Probléma. Mutassuk meg, hogy 8�9� � � 9 jAj = � 9F � A , jF j = 2�

amelyre X \ Y véges bármely X; Y 2 F , X 6= Y esetén.
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