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1. Definicié. Tekintsiik a kévetkezd Ky = (V, E) grdfot: legyenV := N (természetes
szamok) és legyen (m,n) € E ha m ésn  relativ primek (azaz Inko(m,n) = 1).

0

Az aldbbi érdekes allitds konnyen beldthatd, én Pyber Laszl6tol hallottam 1987-
ben ([P87]):

2. Allitas. Tetszbleges G graf pontosan akkor feszitett (spanned, induced) részgrifja
Ky -nek, ha

chr(G~\T'(P)) véges VPeV (*)
ahol
['P)={QeV:(PQ) eFLE}
jeloli a P csiics szomszédainak halmazdt, chr pedig a kromatikus szdm. O
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A fenti eredmény adta az Gtletet a kovetkezd grafok feszitett részgrifjainak vizs-
galatdhoz.

3. Definicid. Tetszdleges (véges vagy végtelen) K > X szamossdgokra jelolje
Koy = Vix, Ecy) a kovetkezo grifot:

Vir = [k} ={X Cr:|X|= )} (1)
és legyen
(X.Y)eE & Xny =02 . 2)

AKycrn:=Vicrn, Excr) €8s K< := (Vi<n, Ex<)) grifokat hasonléan definidljuk:
Vier =[] ={X Cr:|X| <A} (3)

illetve

Vien =R} ={X Cr:|X| <N}, (4)
és az éleket (@) definidlja. O

Az 1987-ben felvetett ([Sz87]) aldbbi probléma tudomdsom szerint méig megol-
datlan:

4. Probléma. Jellemezziik a K, , K. <) és K, <\ grafok feszitett részgrifjait. U
A kovetkezo éllitdsok még egyszeriien belathatok:

5. Allitas. Béarmely x szdmossagra eqy tetszbleges megszamlalhaté G graf pontosan
akkor feszitett részgrifja K, <., -nak, ha @ teljestil. O

(A K, <., gréf csicspontjai, azaz V,; <, elemei a x szdmossdg véges részhalmazai. )

6. Allitds. Barmely k szdmossdg esetén egy tetszbleges, legfeljebb X méretts (cstcs-
szamu) G graf pontosan akkor feszitett részgrifia K, < -nak, ha

chr(G\I'(P)) < A barmely P € V (*L)

teljestil. 0



Azonban ) -nél nagyobb szamossdgu grafokra a fenti feltétel nem elégséges, mint
Komjath Péter észrevette ([K87]):

7. Allitas. A \' csiucesu pdros graf nem feszitett részgrifia K, < -nak. U

A kovetkezd tételben sziikséges feltételeket fogalmazunk meg a K, -y grafok fe-
szitett részgrafjairdl.

8. Tétel. Ha feltessziik még, hogy A\ elérhetetlen szamossag, vagyis

A= ST A=) (5)

B<A
és a G grifban minden csics szomszédhalmazai kiilonbozoek:
P17£P2:>F(P1)7AF(P2) VPl,PQGV(G), (6)

akkor a AT -ndl nagyobb méretts G grifokra a kévetkezo feltételek sziikséges ahhoz,
hogy G feszitett részgrifja lehessen K, <\ -nak:

G -ben nincs teljes [)\ : /\ﬂ paros graf (**)

és G paros, azaz 'V (G) = AU B esetén
van A -nak egy {XZ- € [A])‘+ 1€ I} majdnem diszjunkt felosztdsa, (**%)

vagyis
XinX;| <A Vi#£jel, (7)

amelyre

(vyeB) (30, <A) (Viel) vy T(y)NXi=2 vagy |X\T(y) <,

(8)
O

Sajnos mdig nem ismert (4ltaldnos) elégséges feltétel A -nal nagyobb méretit G
grafokra ahhoz, hogy G feszitett részgrafja lehessen a K, -\ , K. <) , K, grafok
valamelyikének, még a |G| = At vagy chr (G) = 2 specidlis esetekben sem.
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Erdés Pal, David Wagner és Pyber Lészlé [EPWS85] a probléméat megszémlalhato
hipergrafokra vizsgaltak.

Wilson Castrellon a kovetkezé problémat vetette fel ([CW8T7)): jellemezziik az
alabbi Ky graf feszitett részgrafjait:

9. Definicié. Tekintsik a Kr = (V, E) grifot: legyen V := R (valds szamok) és
legyen (r,s) € E ha r/s irracionalis. O

Egyediil a kovetkez6 részeredmény ismert:

10. Allités. Egy véges vagy megszamldlhaté G graf pontosan akkor feszitett rész-
grafia Kr -nek, ha barmely p,q,r € V' cstcsokra

HA (p,q) € E AKKOR (p,r) € E vagy (q,7) € E . (+)

Wilson Castrellon, Samuel Camargo és Fred Galvin neve alatt talaljuk a kovetkezo
problémat ([CCGS8T7]):

11. Probléma. Mutassuk meg, hogy YAdx > X\ J|A| = x IF C A, |F| = 2"
amelyre X N'Y wvéges barmely X, Y € F , X #Y esetén.
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