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1. Bevezetés

_ 3+V3

Ha feldobunk kétszer egy olyan pénzérmét, ami ps = =2 val6szintiséggel fej és
1—p3= % valosziniiséggel ras, akkor annak az esély, azaz valosziniisége, hogy

egy irast és egy fejet dobtunk:

3+ \/§ 3 — \/§ 1
Preoo = 2p3 (1 — =2 . =—, 1

: ps (1 —ps) 6 6 3 (1)

mig haromszor feldobva ugyanezt az érmét, annak a valdsziniisége, hogy harom irast

vagy hdrom fejet dobunk:

Pooeee = P + (1 —ps)* = <3+ﬁ) + (3_¢§> =%- (2)

6 6

Ugy is fogalmazhatunk, hogy a fenti egyetlen pénzérmével szimuldlhatjuk mind a

¢ 1 1 . 1 2 2 s s c sz 2 2 P
szabdlyos ; — 5, mind az 3 — 3 valészinfiségii fej-fras pénzérméket!

1) A matematikai irodalomban az "esély" szét dltaldban a "valészinfiség" szinoniméjaként
hasznaljak, azonban az orvosi statisztikdban az esély széval a 2 hdnyadost jelolik, ezért mi

1-p
a tovabbiakban tartézkodunk az "esély" szé haszndlatatol.
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1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a p valdszintiség szimuldlja az r valdszintiséget,
jelben p ~~1r , ha van olyan n € N és E részhalmaza a dobdssorozatoknak, hogy
a p érmével ezt r valoszinuséggel tudjuk teljesiteni:

P(E)=r. (3)

Maésképpen: p ~- r ha vannak olyan n € N és ay, ...,a, természetes szdmok,
amelyekre
0<a; < (%) (i=0,1,...,n) (4)
és
ap’ (1—p)" " =r. (5)
O

A fenti példdban tehat % ~ % és “T\ﬂ ~ % . S6t, nem csak kettd, hanem
egyszerre akiar véges sok, majdnem tetszoleges pénzérmét is biztosan tudunk szi-
muldlni egyetlen, alkalmas érmével. Példdul, ha p szimulédlja r és s -et, akkor szi-
muldalja

rQ,s :=pr+(1—p)s (6)
-et is, képletben: p ~~ 1 és p ~~ s esetén p ~» rQ,s , és nyilvan barmelyik p -re p ~~ 0
ésp~1.

2. Tétel. A raciondlis valdszintiségek barmely véges F C Q N [0,1]  részhal-
mazahoz taldlhato olyan p valdszintiség, amely (egyediil) szimuldlja F minden elemét.

Bizonyitas. Legyen F' elemeinek nevezdéinek maximuma N , és N > 4 | és legyen
n:= N!/3 , majd vegyiik az

mp(1—p) " =2 (7

egyenlet egyik, (0, 1) intervallumba es6 p gyéké. Mivel erre a p valészintiségre

a a

“mo W ®)

minden 0 < a < n esetén, ezutdn mar kiszimolhaté, hogy p szimulédlja az 6sszes, N!
nevezbjil, 0 és 1 kozotti tortet, tobbek kozott tehdt I elemeit is (a részletek [SzV 95]
és [VSz 93] -ben is megtaldlhatéak). n

n—1

a-p(l—p)

)n—l

2) Belathat6, hogy az np (1 —p = z egyenleteknek minden z > 1 ésn € Nx\ {0} esetén van

p € (0,1) gyoke.



A (7)) egyenlet megolddsa dltaldban nem egyszerti. Ha példdul az

1 2 9
Fr={— 2 . =
5 {107107 710} (9)

halmaz elemeit szeretnénk egyszerre szimuldlni, akkor az

1
1209600 - p - (1 — p)120%%0~1 — =

: (10)

egyenletet kellene megoldanunk, ami még géppel sem egyszerti.

2. Probalkozasok

A bevezetében emlitett ps valésziniiséghez hasonléan néhany specidlis esetet vizs-
galunk meg.

n=>

Elaruljuk, hogy a

5+ /10 - V15 — 25
ps =2 = ~ 0.870538 (11)

szém egyszerre szimuldlja (9) mindegyik elemét: n = 5 esetén az Osszegben az a;
egytitthatok a kovetkezoek:



| rlwlafaefa]aula

1jio] o] 1] 2] 2] 1] 0O
2/10 | 0] 2| 4| 4] 2] 0
3/10]| 0 3] 6| 6] 3] 0
4710 0| 4] 8] 8] 4] 0
5/10 | 0] 5|10|10] 5] 0],
12 1] 0] 0] o] 0] 1
6/10 ] 1] 1] 2| 2] 1] 1
7/0) 1] 2] 4] 4] 2] 1
8/10]| 1] 3] 6] 6] 3| 1
9/10 | 1| 4| 8| 8] 4] 1

példaul r = 3/10 esetén:

0- <5+\/10~\/ﬁ—25)0 (1 B 5+\/10-\/ﬁ—25>5+3'(5+ 10-\/ﬁ—25>1 <1 . 5+\/10~\/ﬁ—25>4

10 10 10 10

2 3 3 2
5+4/10-v/15—25 5+1/10-v/15—25 5+1/10-v/15—25 5+1/10-v/15—25
o (SVETEEY (1 sV BTER g, (seBEE (y se/ R

4 1 5 0
54+1/10-v/15—25 544/10-4/15—25 544/10-4/15—25 54+4/10-/15—-25
o (S (0B o (/) (s )

:E'

Az 5/10 és 1/2 sorok egymés alatt kiilon szerepelnek, de ez nem tévedés. A fenti
egyiitthato sorozatokat vizsgalva, a binomidlis egyiitthaték ismeretében, felsejlik egy
médszer, ésa  p°+(1 — p)5 = % egyenlet jelentosége. Ezt az dtletet megprobaljuk
a kovetkezd alfejezetben n = 5 helyett n = 7 -re megismételni, az utdna kovetkezd
alfejezetben pedig altaldban is megfogalmazzuk ezt a mddszert, ami sajnos csak

specidlis n € N szdmokra és F' C Q halmazokra miikodik.

n="7

Elérebocséjtjuk, hogy ebben az alfejezetben a képletben szerepl6 tortekre
kapunk ko6zos szimuldlé p; valdsziniiséget.
Tekintsiik a

P -p) = (12)
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egyenletet. Ennek biztosan van megolddsa 0 és 1 kozott, mert barmely o € R kitevore
a p*+(1—p)* Kkifejezés minimuma 2 - (%)a Jeloljiik ezt a gyokot p; -tel.
6
. .« 7. , . 7 ] T—1
A Binomidlis tétel szerint 231 (]) pp(l=p) ™ =1-35=
]:
Mivel n = 7 primszédm, ezért minden 1 < j < 6 esetén (]7) oszthato 7 -tel, vagyis a

1
5 -

S Uy (13)

és 0 <4 <7esetén a

> pyio L (14

j=1

Osszefiiggések alapjan p; szimulédlja az
i .
F7::{ﬁ:0§z§14} (15)

halmaz % -nél nem nagyobb elemeit. A fenti és egyenletek alapjan pedig

6 (7) 1 .
7 N (T (1) = = 16
p+;z7 pr(l=p) 7+ (1=p) =5+ 5=, (16)
vagyis p; szimuldlja a halmaz % -nél nagyobb elemeit is.
Maér csak a (12)) egyenletet kell megoldanunk:
1
P+ (1—p)" =7p% — 21p° + 35p* — 35p° + 21p> —Tp+1 = 3 (17)

egy dltaldnos hatodfoki egyenlet, de egy szokdsos triikkel a fokszdam csvkkenthetd.
Legyen p = % +r , ekkor

1 S T 35 21 11
7 1— 7: - - :76 oY 4 /-2 i 18
p'+(1—p) 2—|—r + 5T 7’—|—4r —|—16r +64 5 (18)

az s = r? helyettesitéssel

35 21 1 1
T3+ 8+ s+ — = = 19
s+4s+16s+64 5 (19)
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aminek egyik gyoke

1, 5
= — — ~0.164611 2
51 9\%+\f 5 ~ 01646116778 (20)
ahol z=: + /3220, tehdt r = /s ~0.405723647080128 és
1
pr =5 + 7~ 0.905723647080128 . (21)
Pontosabban
1 1, 5 29
= 4 —= ——  ahol z= — g 22
b1 2+\/93/z+\/_ 2 T 756 TV ares ! (22)

Tehét, a képlet szerint, 0 < ¢ < 7 esetén az ﬁ tort szimulaldsét a
0,1, 37, 51, 51, 31, 1, 0] egyiitthaté sorozat igazolja, vagyis
ipd (L=po)' 4302 (L= p)’ + 50 pt- (1= pr)’ + 50 pF- (1= pr)’

. , i
+32-p$~(1—p7)5+z-p%~(1—p7)6:r?,

(tessék kiprobélni), mig i = 8, ..., 14 esetén, az i = 7+ i~ jeloléssel az
1,07,307,517,51,3i,1, 1] egyiitthaté sorozat szimuldlja az 5% torteket.
27

Altaldban

Nézziik meg a fenti médszer dltaldnositasét, és korlatait.

3. Allitas. Ha n tetszbleges rigzitett szam, n > 2, és

kn::lnkzo{<?):1§i§n—1}, (23)

akkor taldlhato egy olyan p, valdszintiség, amely szimuldlja az

F:{%:OSZ’SH} (24)

n

halmaz 0sszes elemét.



Példdul, ha n prim, akkor n | (?) minden ¢ = 1,...,n — 1 esetén, tehat k, = n ,
vagyis ekkor p,.szimuldlja az 6sszes 2n nevezojii tortet.

Bizonyitas. Jelolje p, az

)= (25)

egyenlet egyik gyokét, ekkor i = 0,1, ..., k,, esetén az

[©)

aj:i-k 1<j<n-1), ap=a,=0 (26)
egytitthatok igazoljak a ﬁ tortek szimuldldsat, mig k, < ¢ < 2k, esetén az ﬁ
torteket az (n)

aj:f.kL (1<j<n-1), ap=a,=1 (27)
egytitthatok szimulaljak, ahol i~ =17 — £k, . ]

3. Megoldatlan kérdések

[SzV 95] és [VSz 93] -ben sok Osszefiiggés és megjegyzés taldlhaté a szimuldcio
relaciorol, részletesen lefrjuk a p € (0, 1) valészinfiségek dltal szimulalt S, halmaz
raciondlis elemeinek halmazat, azaz a S, N Q halmazt, de megoldatlan kérdés is
jocskan maradt, melyek mér lassan 25 éve megoldatlanok.

Megoldatlan: \/Li és \/Lg szimuldlhatok-e egyetlen p valdszintiséggel?

Vegyiik észre ugyanis, hogy ha r algebrai szam és p ~» r , akkor az , azaz a

S ap(1l—p)" =7 (28)
i=0
Osszefiiggés alapjan p is sziikségképpen algebrai, és megforditva is: ha p algebrai
akkor esetén r is algebrai. (Az algebrai széamok fogalma eléggé kozismert,
megtaldlhaté példdul [m A, [w A hu], [w A en] és [SzV 19]-ben.) Tehét példdul
és \/LE , SOt % és % sem szimuldlhatok egyszerre.
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Altalsnosithatjuk is a szimuldlds reldciot, a feltétel gyengitésével, taldn &l-
taldnositva konnyebben jutunk ijabb eredményekhez:

4. Definicié. Azt mondjuk, hogy a p € R wvalds szdm dltalanosabb értelemben
szimuldlja az v € R valds szamot, jelben p => r ,  ha vannak olyan n € N és
ag, ..., p € 7 akdrmilyen egész szdmok, amelyekre

n

Z ap’ =r, (29)

i=0
és jelolje S, a p dltal dltaldnosan szimuldlt szamok halmazdt:

Spi={reR:p=>r} . (30)

Reméljiik, hogy a folyamatban levé kutatdsaink eredményeir6l hamarosan besza-
molhatunk a Tisztelt Olvaséknak.
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