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1. Bevezetés

Ha feldobunk kétszer egy olyan pénzérmét, ami p3 = 3+
p
3

6
valószín½uséggel fej és

1� p3 = 3�
p
3

6
valószín½uséggel írás, akkor annak az esélye1), azaz valószín½usége, hogy

egy írást és egy fejet dobtunk:

P��;�� = 2p3 (1� p3) = 2 �
3 +

p
3

6
� 3�

p
3

6
=
1

3
, (1)

míg háromszor feldobva ugyanezt az érmét, annak a valószín½usége, hogy három írást
vagy három fejet dobunk:

P���;��� = p
3
3 + (1� p3)

3 =

 
3 +

p
3

6

!3
+

 
3�

p
3

6

!3
=
1

2
. (2)

Úgy is fogalmazhatunk, hogy a fenti egyetlen pénzérmével szimulálhatjuk mind a
szabályos 1

2
� 1

2
, mind az 1

3
� 2

3
valószín½uség½u fej-írás pénzérméket!

1 ) A matematikai irodalomban az "esély" szót általában a "valószín½uség" szinonímájaként
használják, azonban az orvosi statisztikában az esély szóval a p

1�p hányadost jelölik, ezért mi
a továbbiakban tartózkodunk az "esély" szó használatától.
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1. De�níció. Azt mondjuk, hogy a p valószín½uség szimulálja az r valószín½uséget,
jelben p  r , ha van olyan n 2 N és E részhalmaza a dobássorozatoknak, hogy
a p érmével ezt r valószín½uséggel tudjuk teljesíteni:

P (E) = r . (3)

Másképpen: p  r ha vannak olyan n 2 N és a0; :::; an természetes számok,
amelyekre

0 � ai �
�
n
i

�
(i = 0; 1; :::; n) (4)

és
nX
i=0

aip
i (1� p)n�i = r . (5)

�

A fenti példában tehát 3+
p
3

6
 1

2
és 3+

p
3

6
 1

3
. S½ot, nem csak kett½o, hanem

egyszerre akár véges sok, majdnem tetsz½oleges pénzérmét is biztosan tudunk szi-
mulálni egyetlen, alkalmas érmével. Például, ha p szimulálja r és s -et, akkor szi-
mulálja

r@ps := pr + (1� p) s (6)

-et is, képletben: p r és p s esetén p r@ps , és nyilván bármelyik p -re p 0
és p 1 .

2. Tétel. A racionális valószín½uségek bármely véges F � Q \ [0; 1] részhal-
mazához található olyan p valószín½uség, amely (egyedül) szimulálja F minden elemét.

Bizonyítás. Legyen F elemeinek nevez½oinek maximuma N , és N > 4 , és legyen
n := N !=3 , majd vegyük az

np (1� p)n�1 = 1

3
(7)

egyenlet egyik, (0; 1) intervallumba es½o p gyökét2). Mivel erre a p valószín½uségre

a � p (1� p)n�1 = a

3n
=
a

N !
(8)

minden 0 � a � n esetén, ezután már kiszámolható, hogy p szimulálja az összes, N !
nevez½oj½u, 0 és 1 közötti törtet, többek között tehát F elemeit is (a részletek [SzV 95]
és [VSz 93] -ben is megtalálhatóak).

2 ) Belátható, hogy az np (1� p)n�1 = z egyenleteknek minden z > 1
e és n 2 Nr f0g esetén van

p 2 (0; 1) gyöke.
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A (7) egyenlet megoldása általában nem egyszer½u. Ha például az

F5 =

�
1

10
;
2

10
; :::;

9

10

�
(9)

halmaz elemeit szeretnénk egyszerre szimulálni, akkor az

1209600 � p � (1� p)1209600�1 = 1

3
(10)

egyenletet kellene megoldanunk, ami még géppel sem egyszer½u.

2. Próbálkozások

A bevezet½oben említett p3 valószín½uséghez hasonlóan néhány speciális esetet vizs-
gálunk meg.

n=5

Eláruljuk, hogy a

p5 =
5 +

p
10 �

p
15� 25

10
t 0:870 538 (11)

szám egyszerre szimulálja (9) mindegyik elemét: n = 5 esetén az (5) összegben az ai
együtthatók a következ½oek:
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r a0 a1 a2 a3 a4 a5

1=10 0 1 2 2 1 0
2=10 0 2 4 4 2 0
3=10 0 3 6 6 3 0
4=10 0 4 8 8 4 0
5=10 0 5 10 10 5 0
1=2 1 0 0 0 0 1
6=10 1 1 2 2 1 1
7=10 1 2 4 4 2 1
8=10 1 3 6 6 3 1
9=10 1 4 8 8 4 1

,

például r = 3=10 esetén:

0�
�
5+
p
10�
p
15�25

10

�0�
1� 5+

p
10�
p
15�25

10

�5
+3�

�
5+
p
10�
p
15�25

10

�1�
1� 5+

p
10�
p
15�25

10

�4
+6�

�
5+
p
10�
p
15�25

10

�2�
1� 5+

p
10�
p
15�25

10

�3
+6�

�
5+
p
10�
p
15�25

10

�3�
1� 5+

p
10�
p
15�25

10

�2
+3�

�
5+
p
10�
p
15�25

10

�4�
1� 5+

p
10�
p
15�25

10

�1
+0�

�
5+
p
10�
p
15�25

10

�5�
1� 5+

p
10�
p
15�25

10

�0
=
3

10
.

Az 5=10 és 1=2 sorok egymás alatt külön szerepelnek, de ez nem tévedés. A fenti
együttható sorozatokat vizsgálva, a binomiális együtthatók ismeretében, felsejlik egy
módszer, és a p5+(1� p)5 = 1

2
egyenlet jelent½osége. Ezt az ötletet megpróbáljuk

a következ½o alfejezetben n = 5 helyett n = 7 -re megismételni, az utána következ½o
alfejezetben pedig általában is megfogalmazzuk ezt a módszert, ami sajnos csak
speciális n 2 N számokra és F � Q halmazokra m½uködik.

n=7

El½orebocsájtjuk, hogy ebben az alfejezetben a (15) képletben szerepl½o törtekre
kapunk közös szimuláló p7 valószín½uséget.
Tekintsük a

p7 + (1� p)7 = 1

2
(12)
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egyenletet. Ennek biztosan van megoldása 0 és 1 között, mert bármely � 2 R kitev½ore
a p� + (1� p)� kifejezés minimuma 2 �

�
1
2

��
. Jelöljük ezt a gyököt p7 -tel.

A Binomiális tétel szerint
6P
j=1

�
7
j

�
� pj7 (1� p7)

7�j = 1� 1
2
= 1

2
.

Mivel n = 7 prímszám, ezért minden 1 � j � 6 esetén
�
7
j

�
osztható 7 -tel, vagyis a

6X
j=1

�
7
j

�
7
� pj7 (1� p7)

7�j =
1

2 � 7 (13)

és 0 � i � 7 esetén a
6X
j=1

i

�
7
j

�
7
� pj7 (1� p7)

7�j =
i

2 � 7 (14)

összefüggések alapján p7 szimulálja az

F7 :=

�
i

14
: 0 � i � 14

�
(15)

halmaz 1
2
-nél nem nagyobb elemeit. A fenti (12) és (14) egyenletek alapján pedig

p7 +
6X
j=1

i

�
7
j

�
7
� pj7 (1� p7)

7�j + (1� p)7 = 1

2
+

i

2 � 7 , (16)

vagyis p7 szimulálja a (15) halmaz 1
2
-nél nagyobb elemeit is.

Már csak a (12) egyenletet kell megoldanunk:

p7 + (1� p)7 = 7p6 � 21p5 + 35p4 � 35p3 + 21p2 � 7p+ 1 = 1

2
(17)

egy általános hatodfokú egyenlet, de egy szokásos trükkel a fokszám csökkenthet½o.
Legyen p = 1

2
+ r , ekkor

p7 + (1� p)7 =
�
1

2
+ r

�7
+

�
1

2
� r
�7
= 7r6 +

35

4
r4 +

21

16
r2 +

1

64
=
1

2
, (18)

az s = r2 helyettesítéssel

7s3 +
35

4
s2 +

21

16
s+

1

64
=
1

2
, (19)
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aminek egyik gyöke

s1 =
1

9 3
p
z
+ 3
p
z � 5

12
t 0:164 611 6778 (20)

ahol z = 1
756
+
q

29
21168

i , tehát r =
p
s t 0:405 723 647 080 128 és

p7 =
1

2
+ r t 0:905 723 647 080 128 . (21)

Pontosabban

p7 =
1

2
+

s
1

9 3
p
z
+ 3
p
z � 5

12
ahol z =

1

756
+

r
29

21168
� i . (22)

Tehát, a (14) képlet szerint, 0 � i � 7 esetén az i
2�7 tört szimulálását a

[0; i; 3i; 5i; 5i; 3i; i; 0] együttható sorozat igazolja, vagyis

i � p67 � (1� p7)
1 + 3i � p57 (1� p7)

2 + 5i � p47 � (1� p7)
3 + 5i � p37 � (1� p7)

4

+3i � p27 � (1� p7)
5 + i � p17 � (1� p7)

6 =
i

2 � 7 ,

(tessék kipróbálni), míg i = 8; :::; 14 esetén, az i = 7 + i� jelöléssel az
[1; i�; 3i�; 5i�; 5i�; 3i�; i�; 1] együttható sorozat szimulálja az i

2�7 törteket.

Általában

Nézzük meg a fenti módszer általánosítását, és korlátait.

3. Állítás. Ha n tetsz½oleges rögzített szám, n � 2, és

kn := lnko

��
n

i

�
: 1 � i � n� 1

�
, (23)

akkor található egy olyan pn valószín½uség, amely szimulálja az

F =

�
i

2kn
: 0 � i � n

�
(24)

halmaz összes elemét.
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Például, ha n prím, akkor n j
�
n
i

�
minden i = 1; :::; n � 1 esetén, tehát kn = n ,

vagyis ekkor pn.szimulálja az összes 2n nevez½oj½u törtet.

Bizonyítás. Jelölje pn az

pn + (1� p)n = 1

2
(25)

egyenlet egyik gyökét, ekkor i = 0; 1; :::; kn esetén az

aj = i �
�
n
j

�
kn

(1 � j � n� 1), a0 = an = 0 (26)

együtthatók igazolják a i
2kn

törtek szimulálását, míg kn � i � 2kn esetén az i
2kn

törteket az

aj = i
� �
�
n
j

�
kn

(1 � j � n� 1), a0 = an = 1 (27)

együtthatók szimulálják, ahol i� = i� kn .

3. Megoldatlan kérdések

[SzV 95] és [VSz 93] -ben sok összefüggés és megjegyzés található a szimuláció
relációról, részletesen leírjuk a p 2 (0; 1) valószín½uségek által szimulált Sp halmaz
racionális elemeinek halmazát, azaz a Sp \ Q halmazt, de megoldatlan kérdés is
jócskán maradt, melyek már lassan 25 éve megoldatlanok.

Megoldatlan: 1p
2
és 1p

3
szimulálhatók-e egyetlen p valószín½uséggel?

Vegyük észre ugyanis, hogy ha r algebrai szám és p r , akkor az (5), azaz a

nX
i=0

aip
i (1� p)n�i = r (28)

összefüggés alapján p is szükségképpen algebrai, és megfordítva is: ha p algebrai
akkor (28) esetén r is algebrai. (Az algebrai számok fogalma eléggé közismert,
megtalálható például [m A], [w A hu], [w A en] és [SzV 19]-ben.) Tehát például 1

e

és 1p
2
, s½ot 1e és

1
�
sem szimulálhatók egyszerre.
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Általánosíthatjuk is a szimulálás relációt, a (4) feltétel gyengítésével, talán ál-
talánosítva könnyebben jutunk újabb eredményekhez:

4. De�níció. Azt mondjuk, hogy a p 2 R valós szám általánosabb értelemben
szimulálja az r 2 R valós számot, jelben p t> r , ha vannak olyan n 2 N és
a0; :::; an 2 Z akármilyen egész számok, amelyekre

nX
i=0

aip
i = r , (29)

és jelölje Sp a p által általánosan szimulált számok halmazát:

Sp := fr 2 R : p t> rg . (30)

�

Reméljük, hogy a folyamatban lev½o kutatásaink eredményeir½ol hamarosan beszá-
molhatunk a Tisztelt Olvasóknak.
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