Tobbdimenzids logarlécek

dr. Szalkai Istvdn

Pannon Egyetem, Veszprém,
SZALKAIQALMOS.UNI-PANNON.HU

2019.12.29.

Kivonat

A hagyomadnyos logarlécek csak 1 dimenziéban (jobbra-balra) mozgathatok.
Ha pedig kett6 vagy tobb irdnyban is mozoghatnak (mint pl. egy darab &dtlatszo
papir vagy milanyag félia), akkor sokkal bonyolultabb szamitdsokra is képesek
lesznek.

HALADVANY-KIADVANY, 2019.12.29.
http://www.math.bme.hu/ hujter /halad

1. Otlet, jelolések és altaldban

Az egydimenzids szamol6 ("logar-") lécek &ltaldnos alapelve a kovetkezd ([Szl]-
[Sz3], [WL]). Az "z" szdmokat (z € R) a hdrom egymads melletti (pdrhuzamos) lécre
d¥ = f; (x) tavolsagra irjuk az S; startpontjaiktol (i = 1,2, 3), ahol f; (x) megfeleld
szigorian monoton fiiggvények, majd az igy skdlazott léceket egymads mellett eltolva,
a (valodi geometriai)

d® = dfV) +dlY (1)

tdvolsdgra levé pontban a harmadik skdldn a "z" szdmot olvashatjuk le. Vagyis az

x,y szamokat "input"-ként megadva, harom skdldt haszndlva maris megkapjuk z
értékét az

f3(2) = fr(x) + f2 (y) (2)


http://www.math.bme.hu/~hujter/halad

vagyis a
2= fi (fi (@) + f2 (v)) (3)
osszefiiggés alapjan. (A "logarlécek" témdaban kezd6 Olvasénak javasoljuk [WL] -

ben a két milanyag vonalzé fényképének és az alatta levo, logaritmikus skalak (fiigg-
vények) dbrajanak tanulményozdsét. )

Természetesen az fi, fo, f3 fliggvényeknek szigortian monotonoknak kell lennitik.
A skaldk S; startpontjai nyilvdn a dg’ = 0 tdvolsdgot jelentik a skdla kezddpontjatol,
azonban "s" felirata néha kicsit bonyolult: az f (7s”) = 0 egyenletet kell kielégitenie.

Példaul, a "hagyoményos" logarléceknél i = 1,2,3 esetén f; =log és’s” =1, a
négyzetes skildkndl f; (z) = 2 és 7s” = 0, mig a  reciprok skaldkndl f; (z) = 1
és 7s” = oo ([Szl1]-[Sz3]), amelyek és szerint az aldbbi osszefliggéseket
szamoljak ki:

1 1
log (=) = log (#) +log (y) , ~ F=wF+y?, =+ (4)

azaz

2=z, z =22+ y?, z d (5)

pu— x + y .
Részletes (nyomtathaté) négyzetes és reciprok skaldkat az [Sz2], [Sz3], [WL]
cikkek végein taldlunk.

Most 1épjiink ki (elséként csak) a sikba. Egyelére csak kétdimenzids derékszogi,
késébb polarkoordindtarendszerekkel foglalkozunk.

Otlet: az z és y tengelyekre a fenti médon irjuk a "koordindtdkat", legyen
ez a kezdeti koordindtarendszeriink A (fix), vagyis ebben a koordindtarendszerben
a ("x”,"y") feliratu P pont valéjdban, geometriailag a P (d,,d,) helyen taldl-
hat6, az S 4 (0, 0) kezdéponthoz viszonyitva, ahol d, = f; ("2”), d, = fo ("y”), és az
S (0,0) kezd6pont felirata ("x¢”, " yo”), amelyre f; ("z”) =0és fo ("yo”) =0 .

Ha most erre a P pontra helyezziik egy mésik B (természetesen atlatszo papir vagy
folia) koordindtarendszer Sg kezd6pontjat, annak ("u”,”v”) "feliratd" @) pontja, Sg
-hez viszonyitva valéjdban a @ (d,,, d,) helyen, az S 4 kezd6ponthoz viszonyitva pedig
a

(dy +dy , dy+d,) (6)

helyen taldlhato, és d, = f3 ("u”), d, = fy ("0”).
Ha most, vagy inkdbb a szerkesztés elott, az A koordindtarendszer minden,
(d1,ds) valddi koordinédtdju pontjdhoz az F' (dy,ds) valés szémot irtuk, akkor a fenti

o

1) Néhany esetben ilyen ("z0”,”yo”) pont nincs, részletesebben lasd az [Sz3] cikk 3. fejezetében.

2



algoritmussal az 72”7, 7y”, ”u”,7v”  szdmokbdl a () pontban méris megszerkesztet-

tiik azaz leolvashatjuk ("kiszémoltuk") a
z2=F(d,+d,, d,+d,) (7)

értéket. Ez pedig a osszefiiggeés (egyik) tobbvéltozos altaldnositasa.

Ha bevezetjiik a d, = f1(x), dy, = f2(y), du = f35(u), d, = fa(v) jeloléseket,
akkor (7)) ekvivalens a

z=F(fi(x) + fs(uw), f2(y) + fa(v)) (8)

képlettel.

A médszert a kovetkezd fejezet 3-5. dbrdin szemlélhetjiik.

Az A koordindtarendszerben elegend6 csak a tengelyekre irni a skdldkat, "bera-
csozni" nem kell, hiszen B is derékszogii, és annak a tengelyei "kimetszik" A tenge-
lyein "z" és "y" értékeit, mint ezt az 1-3. dbrdakon lathatjuk.

A koordindtarendszerek pontos (parhuzamos) egymésra helyezése technikailag
megoldhaté példaul a mérnoki rajzasztalok mozgathaté vonalzdja segitségével (ha-
sonlit az "egyszerii" festéallvanyhoz: [WD]).

A kiilonboz6 skéldk elbéllitdsarol és alakjairl [HM], [Sz3], [Sz4], [WL] -ben, a ko-
ordindtarendszerek egyéb felhaszndldsairol [Szl1], [Sz2], [Sz5], [Sz6] -ban olvashatunk.

2. Skalaris szorzat

Most i = 1,2,3,4 esetén f; (x) = log (x) é57)
F(dy,dg) = e® +¢® (9)

fgy (8) most a
z=x-u+y-v (10)

alakot o6lti, ami a jol ismert skaldris szorzat.
Megjegyezziik, hogy a B (azaz log-log) koordindtarendszerben (9), a "felira-
tok" alapjén az
F (’71,1777771,2’7) — ’71,177 _"_ 77$2’7 (11)

2) barmilyen alapu logaritmus megfelel.



alakot olti (mert d; = log (z1) és dy = log (z3)).

Esetiinkben az A és B koordindtarendszerek alap skdldi logaritmikusak, amit néha
még ma is lehet kapni a papirboltban "logaritmuspapir" néven:
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1. Abra: A logaritmikus papir

Nagyobb felbontdsu képet taldlunk [Sz5] 4. oldaldn, a
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/loglog-uj-f.jpg linken és a papirboltok-
ban.

A szamolds menete az aldbbi 2-5. dbrdakon kovethetd.


http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/loglog-uj-f.jpg

0) A log-log papirra felrajzoljuk az x + y = ¢ szintvonalakat, t6bb kiilonb6z6 ¢
értékre.

i) Az A ("log-log") koordindtarendszer van alul, S(1,1) a startpont, u =
(3.3,1.5) , racsozat nem sziikséges, elég csak u koordindtdit a tengelyeken meg-
jelolni/megjegyezni, az u pontot magat az A sikon nem kell megjelslni, a fekete
szintvonalakra most még nincs sziikség.

i1) Az dtlatszé B ("log-log") koordinatarendszer S(1,1) startpontjit az u pontra
kell helyezni, de mivel csak az u; és uy koordinatakat jeloltiik/jegyeztiik meg a kék
koordinatatengelyeken, ezért a B koordindtarendszer tengelyeit illessziik ezekre a
koordindatédkra,

iii) A v pont koordinatdi a B rendszerben v =~ (1.6,2.4) , de az A rendszerben
mar w; =uv; =3.3-1.6~ 528é wy=ua=15-24= 3.6.

iv) Mivel az A rendszerben a fekete szintvonalak a  w; +wy = ¢ (konstans)
koordindtdji pontokat jelolik, igy a szintvonalakra irt szdm azonnal megadja w; 4w,
azaz UiV + usly ~ 8.88  értékét!

2. Abra: z+y =10 a log-log papiron, kézzel
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3. Abra: A rendszer, log-log skdla és az y + x = ¢ szintvonalak (géppel)
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4. Abra: B rendszer, log-log skdla
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5. Abra: A és B rendszerek egymdsra téve

3. Egy kis matematika

A szintvonalak éltaldban az F' (z,y) = c kiilonb6z6 ¢ konstansokhoz tartozé pon-
tok halmazai.



"loglog" koordinatarendszert a legtobb matematikai program és Excel is képes

kezelni:

6. Abra: z+y=c "gorbék", log-log skaldkkal
c=10,9,..,1

Most vizsgaljuk meg, hogy a fenti gorbéknek mi az egyenlete a derékszogt ko-
ordindtarendszerben. Ez az dltaldnos mdédszer hasznunkra lesz a kovetkez6 fejezetek-
ben, mert példaul négyzetes és reciprok skaldju koordindtarendszereket méar csak a

[HM] program ismer.

Mivel x = e és y = e® |, ezért az
F(dy,d,) =e™ +e™ =c (12)
egyenlet ekvivalens a
dy =In (c —e™) (13)

Osszefiiggéssel, tehdt az " y = In(c—e”) " (x < In(c)) fiiggvénygorbéket kell
felrajzolnunk:



7. Abra: y =1In(c— e®) gorbék Descartes rendszerben
c=10,9, 8 2,1

4. Aramkorsk

1
Most i = 1,2, 3,4 esetén legyen f; (x;) = — és

%

1 1
F(dy,dy) = —+ —
(17 2) d1+d27
ekkor jelentése
1 1
T

ami a kovetkez6 kapcsoldsi rajznak felel meg:
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8. Abra: Pdrhuzamos kapesolds

Sajnos Ezxcel / Maple / MatLab / Mathematica / ... stb. nem tudnak reciprok
skaldju koordindtarendszerekben abrézolni, de a [HM] szakdolgozat programja igen.

Skalakat [Sz2], [Sz3], [WL] -ben, koordindtarendszereket és alkalmazédsokat [Sz5],
[Sz6] -ban taldlhatunk.

1/3

04

=12

} } + } } } } + } } } } } } }
ws43 2 10808 07 0s 0s 0.4 1/3
=142

9. Abra: Reciprok skaldk

Nagyobb felbontasban 1d. [Sz5] -ben vagy a kivetkez6 linken:
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/koordinata/reciprok-skala-160.gif .
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Vegyiik észre, hogy az A koordindtarendszerben ismét ekvivalens az

F (771,177 , 9 .,L,277) — 77.1,177 + 2 x277 — c (16)
alakkal, de most a szintvonalak mésok lesznek (a Descartes-koordindtarendszerben):
1 1
—+-=c (17)
xr Yy
azaz
1 [ ] t(lw-1)+1 1 : _1+1 1
y_c—%_cm—l_ cr — 1 e cx—1 ¢ 2 x—%
30T
y
25+
20+
151
101
05—+
10 05 05 10 15 20 25 )eéo
05
1.0+

= ¢ szintvonalak a Descartes koordindtarendszerben

10. Abra: %4—5
2,34, 5, 6,789, 10.

C =

12
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11. Abra: Szintvonalak a reciprok koordindtarendszerben [HM]

A szintvonalak mind dtmennek az Startponton (origén): S (0,0) = S (700", ”00”).

5. Polarkoordinata rendszerek

Komplex szdmok szorzdsat és osztdsat, trigonometrikus alakjuk alapjén konnyen
megvalésithatjuk kétdimenzids koordindtarendszerek segitségével, a fenti médszerrel.

Az A és B rendszerek majdnem kozonséges poldr-koordindta rendszerek: a tavol-
sag (sugdr) koroket logaritmikus skdla szerint kell rajzolnunk. A szogek mérésére
ismét hasznalhatjuk példdul a mérnoki rajzasztalok [WD] mozgathaté vonalzéjét,
ami adott szogben el is forgathatd, beépitett szogmérdvel rendelkezik. Ez hézi fela-
dat az Olvaséknak.
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6. Zarszo

A fentieket nyilvan nem gyakorlati megvalésitds és alkalmazds céljabdl irtuk le,
hanem, mert (szerintem) a geometria és fiiggvények kapcsolatdnak egy nagyon j6
szemléltetése, mint minden analég szdmoléeszkoz (léc, gép, dbra, nomogram, ...).
Lésd még az [Sz3] cikket.

Bar a magasabb dimenziés dbrdzolds matematikdja nem bonyolultabb a fen-
tieknél, az dbrézolds 3D nyomtatot és kissé bonyoultabb programozast kivan.

Ennek ellenére varjuk az Olvasdk otleteit a médszer tovabbi "felhaszndldsaira",
kiilonboz6 skaldk (pl. [HM], [Sz3]) esetén.
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