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Kivonat
Koztudottan "nem illik" irracionalis egyenléségeket, mint pl. v/2+1/5 — 2/6
= /3 csak zsebszamolégéppel kiszamolva "bebizonyitani". Az aldbbiakban
megmutatjuk, hogy bizonyos esetekben (mint a fenti példdban) mégis "DE",
vagyis matematikai precizség is elérhetd zsebszémolégépek (véges) szamitd-
saival, s6t mar megval6sult (komoly) alkalmazdsokat is mutatunk a cikk végén

HALADVANY-KIADVANY, 2019.12.30.
http://www.math.bme.hu/ hujter/halad

1. Bemelegités

Raciondlis szamok esetén mitkodik-e a "zsebszamologép" mddszer, példaul, az

5+2 , 17 1
=1+ =+=.
s ST

(1)
egyenloségnél? Hiszen ezek a tortek is végtelen tizedestortek. Azonban az egyenléség
mindkét oldala periodikus tizedes tort, ezért szamolégéppel biztosan elég

2 - lkkt (nevezok) + 2

(2)
tizedesjegyig szamolnunk (lehet, hogy kevesebb is elég) - ennek végiggondoldsa hézi
feladat.


http://www.math.bme.hu/~hujter/halad

Tekintsiik most a bevezeto példét:

V2+1/5-2V6 3 (3)

Legelso otletiink, hogy tekintjiik a két oldal kiilonbségét: legyen

Bi=v2+1/5-2/6—-3 0 (4)

és tiintessiik el a gyokoket:

B-V5-2/6=v2-v3 /()

8%+ (5—2v6) —28v5—-2V6=2+3-2V6,

B =26V5-2v6=0,

Fr=28V5-2v6 /()

Bt =452 (5 - 2v6) = 208> - 85%V6 ,

pt—2082 = -86°V6 /()

3% — 408° 4 4008* = 64 - 63*

% — 4085 +168* =0 .

Tehat: [ gyoke egy egész egyiitthatdji polinomnak! Marpedig egy polinom-
nak véges sok gyvke van. Ha pedig a (nemnulla) gyokok 0 -tél valé tévolsdgaira
tudnank egy ¢ alsé becslést adni (a polinom egyiitthatéinak ismeretében), akkor a
szédmolégépes midszer a kvetkezd lenne: kiszamoljuk 5 értékét (zseb)szamolgéppel,
e -nél pontosabban (t6bb tizedesjegyre). Ha ez a numerikus érték e alatt van, akkor
biztosan allithatjuk, hogy 5 = 0 , és ez a mdédszer valéban matematikailag preciz!

Az aldbbiakban latni fogjuk, hogy ez valéban (mar) jart 1t, tehat a val6ség!
Kérjiik az Olvasé tiirelmét és kitartasét!

2. Algebrai szamok

Mint lattuk, 5 specidlis irracionédlis szam. Ebben a fejezetben pontosan meghata-
rozzuk, hogy milyen (speciélis) szamokkal is foglalkozunk ebben a cikkben.



1. Definicié. Z = egész -, Q = raciondlis -, R = valés -, C = komplex szdamok
halmaza. Legyen tovdbbd
Az J= Z; +,—,-,¥x]  azon komplex szdmok halmaza, amelyek felirhatck
egész szamok, hdrom alapmivelet (osztas nélkiil) és tetszbleges gyokjelek segitségével,
Ag, S @Q; +,—,-, =, ¥z] azon komplex szamok halmaza, amelyek felirhatok

racionalis szamok, négy alapmiwelet (osztas megengedett) és tetszoleges gyikjelek
segitségével; ezeket a szimokat konstrudlhato szamok -nak hivjuk,

Azl = {P (z) gyékei : p(x) € Z|z] , foegyiitthatd] = +1 }
a £1 féegyiitthatoji, egész egyitthatds polinomok (komplex) gyiokeinek halmaza,

Ajny = Az,  amely szdmokat algebrat egész szamok -nak hivunk,

Az == {q () gyokei : q(z) € Qlz]}
a raciondlis egyiitthatds polinomok (komplex) gyokeinek halmaza,

A= Agy , amely szamokat algebrai szamok -nak hivunk. [

2. Megjegyzés. i) Konnyen ldthatd, hogy

AQ,f: [Zﬂ +7_7'7+7\y/ﬂ ) (5)

vagyis csak egész szamokbdl is fel tudjuk épiteni a konstrudlhaté szdamokat, az osztds
felhaszndldsdval.

ii) Az is nyilvanvald, hogy barmely q(x) € Qx| raciondlis egyiitthatdju poli-
nomot az eqyiitthatok nevezoinek c legkisebb tébbszordosével szorozva a kapott polinom,
p(x) = c-q(x) mar egész egyiitthatdji, vagyis Z [x] -nek eleme. Ez azt jelenti, hogy a
Q [z] -beli polinomok gyokeinek halmaza megegyezik a Z [x] -beli polinomok gydkeinek
halmazaval:

Agp) = {p(x) gyokei : p(x) € Z[x] (bdrmilyen foegyiitthatd)} .

A lényeges kiilonbség Aqpy) és Az koz0tt az, hogy az Az -beli (egész egyiitthatoji)
polinomok foegyiitthatojdrol megkdvetelyiik, hogy pontosan +1 legyen. Késobb ldtni
fogjuk, hogy ez nem oncéli megkiilonboztetés. Az olyan polinomokat, melyek fo-
egytitthatdja éppen 1, angolul monic polinomoknak nevezzik. (Nyilvin Aqp -beli
polinomok foegyiitthatdira barmilyen egész vagy raciondlis szamot eloirhatunk, vagyis
Agpa) -ben ez lényegtelen kérdés.)



A fentiek szerint Az, - Agpy (ldsd még az @ Tételt), és a bevezetésben emlitett
B szam Az, -nak eleme. Tovdbbd [w A hu| és [w A en] -ben bbséges listdkat taldlunk
Azl és Agpy) elemeirdl (algebrai és algebrai egész szamokrdl), valamint Agjy) -ba nem
tartozo szamokrol. Példaul, barmely r € Q raciondlis szamra sin (rm) és cos (rm) is
algebrai szimok (elemei Agjy) -nak).

iii) A fent definialt Ag, e "konstrudlhato" szamok halmaza nem azonos a "kiszamit-
hato", vagy mads néven "rekurziv" szamok K halmazdval. Ez utobbi olyan wvalds
szamokat tartalmaz, amelyek valamely algoritmussal (szamitégép programmal) tet-
szoleges pontossdggal megadhatoak. Példdaul m és e rekurziv de nem konstrudlhato
szdmok, és nyilvan Aqg, ~ G K .

3. Tetel. i) ZG A, G Az G Ao =AGKEGC,

it) AZ,\[ ; AQ,\[ ; Ag) = A,
i) Z,Ag, - €s Azl gylirtik (azaz zartak az dsszeaddsra, kivondsra és szorzdsra),

w) Q,Aq. ., Agu ésK testek (azaz zdrtak a négy alapmiweletre). O

4. Megjegyzés. A fenti i) és ii) dsszefiiggéseket az aldbbi dbra szemlélteti, sajnos K
nem szerepel rajta. Az dbra nem "méretarinyos”, mert mindegyik A, halmaz és K is
megszamlalhatéak (vagyis ugyanannyi elemiik van, mint N -nek), C pedig kontinuum
$24mossdgu.

A tovdbbiakban elsésorban az algebrai egészekkel (A = Azpy) foglalkozunk!




3. Matrixok

Az egész- és raciondlis egyiitthat6ji polinomok (kissé bonyolult) elmélete megoldja
a gyok-szamolégép probléménkat, de érdekes médon az aldbbi, métrixos megkozelités
kevesebb 1j elmélet megismerését igényli (de igy is még egy kis figyelmet kériink az
Olvaso6tol). A legtsbb tétel bizonyitdsa is nagyon egyszerii, aldbb le is frjuk Oket.
Azonban az Olvasénak mégis azt javasoljuk, hogy elsé olvasatban hagyja ki ezeket a
bizonyitasokat, és ugorjon a kovetkezo fejezetre.

5. Allitas. Minden, csak egész szamokat tartalmazé mdtriz (vagyis A € Z"*")
karakterisztikus polinomj eqy egész egylitthatds és foegyiitthatdja £1 (d.n. "monic”
polinom). O

2) Definici6: Egy (tetszbleges) A € R™ " (vagy A € C"*") matrix sajatértéke A € C és
sajatvektora v € R”, ha ¥ # 0és AT = 7. O

Konnyen lathato, hogy o # 0 esetén sziikségképpen det (A — A - E) = 0, ahol E az egység-
matrix. Tovdbbd det (A — A- E) egy n -edfokd polinomja A -nek, amit A karakterisztikus
polinomjanak neveziink: karg (\) :=det(A—X-E). O



6. Megjegyzés. Sajnos a karakterisztikus polinom pontos definicidja nem eqyér-
telmt a szakirodalomban. Legtdbbszor a

kary (z) == det (A —z - F) (6)

definicioval taldlkozunk, ahol A, E € R™" és E az egységmétrix (pl. [w S hu], [w S
en|, [m Ch]), de nagyon sokszor a

kary (x) :=det (x - E — A) (7)

képlettel ([w Ch en], [w CM en], [m CM], [SE 2000]). A két definicié kézétt nincs

lényeges kiilonbség, hiszen
kar’y (x) = (—=1)" - kars (x) (8)

tehat a két polinom egyiitthatdi (el6jeltdl eltekintve) és gyokei (A sajdtértékei) ugyana-
zok. A kétféle képlet keveredése, kiilonosen eqymdsra hivatkozdé honlapokon eléggé
zavard (pl. [m Ch] és [m CM]).

Az aldbbiakban mindig jeloljik, hogy a "kara (z)" vagy "kar’ (x)" polinommal
dolgozunk.

A kovetkezd Osszefiiggés onmagdban is érdekes, és a tovabbiakban fontos lesz:

7. Allitds. Tetszbleges cq, ..., Cn_1 valds (vagy komplex) szamok esetén az

0 0 .. 00 —oc
1 0 .. 0 0 -
dom |01 2 00 =0 | ©
0 0 .. 1 0 —Cp—2
_O 0O ... 0 1 —Cnfl_

matrixz kar’ (z) karakterisztikus polinomja éppen a
pe (@) = 2" + 18" 0" P T+ o (10)
monic polinom, vagyis

karl- (z) =det(x- E — Az) =pe (2) . (11)



A osszefiiggés miatt nevezik az A+ matrixot a pw () polinom kisérd matrixa-
nak (companion matriz, 1d. pl. [m CM], [w CM en]). Az dllitds igazoldsa teljes
indukciéval nem nehéz (hasonlé a Horner elrendezéshez).

Vegyiik észre, hogy a csak egész szamokbdl &ll6 (Z™*™ -beli) matrixok karakte-
risztikus polinomjai is egész egyiitthatéjuak, és a fenti &llitas szerint minden monic
polinom valamely Z"*" -beli matrix karakterisztikus polinomja, és hasonl6 Gssze-
fiiggés igaz a raciondlis elem{i métrixok és polinomok kozott. Ezt a két észrevételt
fogalmazzuk meg precizebben az alabbi definiciéban és tételben.

8. Definicié. Legyen

Az karpot = {kar (A) gyokei : A € Z”X”} (12)
= {A sajatértékei : AeZ"™"}
és
AQ karpot = {kar (B) gydkei : B € Q”X”} (13)
= {B sajdtértékei : B e Q™"}
ahol Z™*™ és Q™™ az egész- illetve raciondlis elemt mdtrixok halmaza. 0
9. Tétel.

AZ,karpol = AZ[QE] és AQ,karpol - AQ[&U] . O (14)

A tovabbiakban sziikségiink lesz az aldbbi technikai jelolésekre.

10. Definicié. Legyen tetszoleges n,b € N esetén
M (n,b) :={Ae€Z™ : |a;;| <b} (15)

az olyan n x n méretl, mdtrizok halmaza, amelyeknek minden eleme (abszolit érték-
ben) legfeljebb b , és

A (n,b) := {A sajdtértékei : A€ M(n,b)} (16)
a fenti matrizok (dsszes) sajdatértékeinek (véges) halmazai. O
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Nyilvdn minden n € N esetén

UM @n,b) =z, (17)
beN
és
11. Tétel.
U A (na b) = AZ,karpol = AZ[.’L’] . O (18>

n,beN

Fontos megjegyzés: Elérebocsijtjuk, hogy az aldbbi[12], [14] és[15] Tételek-
ben mindossze n és b , azaz a méatrix mérete és elemeinek felsé korldtja szerepelnek,
sOt azok is nagyon egyszerii képletekben, vagyis a kérdéses algebrai szdmhoz tartozé
matrix semmilyen tovdbbi, bonyolultabb szerkezete vagy tulajdonsdga nem sziik-
séges, sO6t maga a métrix sem! Ez az elmélet egyik f6 erénye!

12. Tétel. Minden n,b € N és X\ € A(n,b) esetén

N[ <n-b. (19)

Bizonyitds. Legyen \ az A métrix sajatértéke a v sajdtvektorral. Tegyiik fel,

hogy
Tl = 171 = /35 = 1 20)
ekkor
V- (AT) =V AT = A (21)
és
A= (7 AT) =[5 S| <5323 o )
i=1j=1 i=1j=1
n n 2
= o (Z ) (zlw) b (IT° < b (Vi [T)* =b-m (29
i= j=

8



mivel (a szdmtani és a négyzetes kozepek kozotti osszefiiggeés alapjén)

170y _ L) < LSl = 24
— — — ||
n n = n = vn 2
vagyis
A (25)
[ |

13. Megjegyzés. A becslés éles, mert ha A édsszes eleme b , akkor az1:=11,...,1]
sajdtvektorral Al = nbl teljestil.

14. Tétel. (Gydk-szétvdlasztasi tétel) Tetszoleges n,b € N és A € A(n,b) ,
A #£ 0 esetén

1
Al > (n-b)' "= 26
B (26)
Bizonyitas. Ha A t6bbi nemnulla sajétértékei Ao, ..., \; (t < n — 1), akkor a
karakterisztikus polinom legutolsé nemnulla egyiitthatéja éppen A - Ay - ... - X\ , de
A € 7" miatt ez az egyiitthaté egész szdm, vagyis
Adge o >1 (27)

ahonnan Tétel alapjdn

Al =

> -

A fenti alapjan (elméletben) mar meg is tudjuk oldani a bevezetésben em-
litett "gyok vs. szdamoldgép" problémaéankat: ha adott A € Az, algebrai egész (!)
szémhoz meg tudjuk hatdrozni n és b értékét, akkor (26| alapjan kicsivel tobb, mint
€= b)" ——— + 1 (tizedesjegy) pontossaggal kell klszamolnunk A értékét ahhoz, hogy
eldontsiik: A =0 avagy A # 0 .

Mar "csak" az a kérdés, hogy hogyan taldalunk A\ -hoz megfelelé n -et és b -t ?
(Sajnos az egyenldtlenségben szerepld alsé becslés dltaldban nagyon kicsi, vagyis
a (nb)% + 1 -nél nagyobb pontossdgi szamolds varhatélag nem zsebszamolégéppel,
hanem szamit6gép-programokkal, néhdny percnyi-6rai futdssal fog torténni.)



15. Tétel. Legyenek n,nq,ng, k,b,by,bs € N\ {0} tetszéleges nemnulla természetes
szamok, o, 8 € C komplex szamok. Ekkor

0) ha k € Z (egész) akkor k € A(1,|k]) ,

i) ha« gyoke eqy egész egyiitthatds monic polinomnak (foegyiitthatdja 1), melynek
minden egyiitthatdja abszolit értékben legfeljebb b , akkor « € A (n,b) ,

ii) hamny < ng ésby < by akkor A(ny,b1) & A(ng,bs) ,

iii) ha o € A (n,b) akkor —a,@ € A (n,b) ("minusz” a és a komplex konjugdltja),
w) ha k € N\ {0} (pozitiv egész) és v € A (n,b) akkor /v € A(k-n,b) ,

v) ha oy € A(nq,by) és ag € A(ng,be) akkor ay - ag € A (nq - ng, by - by)

vi) ha a; € A (ny,b1) és as € A(ng, by) akkor ag + as € A(ny - ng, by +01) .

Bizonyitas. o) Nyilvdn a [k] (1 x 1 métrix) karakterisztikus polinomja x — & ,
amelynek gyoke k .

i) kovetkezik a[7] Allitas (9) matrixdbol.

ii) Konnyen igazolhat6, hogy tetszoleges A € R™*™ mdtrix Osszes sajatértéke
az [(;{2 8;} € R™*"™ négyzetes matrixnak is sajatértéke, ahol 01, 09, 05 megfeleld
méretli matrixok, b novelésének hatdsa pedig nyilvanvalé.

iii) Konnyen beldthato, hogy ha a gyoke a

p@)=a"+co 12" M+ 0" P+ .+ az+ 0
polinomnak, akkor
(=1)" (—)" 4+ (=) ey ()" T+ (1) P (—)" P — e (—a) + o =0
és

a4 a6 a2+ .+ a+6=0.

iv) Ha 7 gyoke a fenti p (z) polinomnak, akkor (W)k = 7 miatt

D" + et DVt (V)P ot a (W) =0, (28)

v) és vi) bizonyitdsa sajnos igényli a métrixok Kronecker (tenzor) szorzatdt (14sd
példdul [m K], [w K hu| vagy [SE 2000]). A bizonyitds vézlatdt a Fiiggelekben
kozoljk. -
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Mint nemsokara ldtni fogjuk, a fenti tételben kapott n és b szamok eléggé nagyok,
és a egyenlotlenség is nagyon nagy pontossigot igényel, ezért hasznos lesz még
a kovetkezo kis eredmény is:

16. Allitas. Tetszbleges a,b € N szamokra

Va-b e A2, max{|al,|b]}) (29)

Bizonyitas. Az A := [2 8] métrix eleme M (2, max {|a|, |b|}) -nak, karak-

terisztikus polinomja  kara (x) = det (A —x - FE) = det [—ax _bl} = 2% —ab ,

melynek gyokei £va - b , tehdt valéban  +va-b e A (2, max{|a|,|b|}) . |

17. Megjegyzés. k = —1 esetén a (@) polinomot x" -el megszorozva ismét eqy
egész eqyiitthatds polinomot kapunk, azonban a féegyiitthato cq lesz, ami nem feltétlentil
1. Ez azt mutatja, hogy ha v algebrai szdam vagy akar algebrai egész (v € Agp vagy
v € Az, akkor % € Agpy) de nem feltétleniil “lr € Az, , és ugyanez igaz vy barmely
raciondlis kitevojt. hatvanydra.

4. Egy-két példa

Kezdjiik régi ismerosiinkkel:

B=V2+\5-2V6—-V3 € A(2,?) (30)
A tételt tobbszor alkalmazzuk:

2 A(1,2),1gy V2 € A(2,2) , hasonléan v/3 € A(2,3) és /6 € A(2,6), tehat
2v6 € A(2,12) és 5 — 26 € A (2,17) és /5 — 2v/6 € A (4,17) , végiil

BeA2-4-2, 2+17+3) = A(16,22) . (31)
Tehét a [14 Tétel egyenl6tlensége alapjan: ha 3 # 0 , akkor
18] > (16-22)" = 6.3 % 10737, (32)
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vagyis 40 — 45 (pontos) tizedesjegy mar matematikailag is precizen donti el a 5 =0
kérdést! (A szdamitasokat az Olvasékra hagyjuk.)

A [16] &llitdst is felhaszndlva javithatjuk a fenti becsléseket (a részletek hdzi
feladat): 8 € A (16,16) , ami dltal megkovetelt pontossdg (32) helyett |5 > (16 -
16)~1 ~ 7.5% 10737, Ha még azt is észrevessziik, hogy 5 —2v/6 gyoke az 2% — 10z + 1
polinomnak (lésd az alabbi allitdst), akkor kapjuk, hogy 5 — 2v/6 € A (2,10) ,
amivel megint csokkenthetjiik a megkovetelt pontossagot:

18] > (16 - 15)* = 2% 10730 | (33)

Gyakorlasképpen kiszamolhatjuk még, hogy példdul

v i=VT7-1/5—v2 e A(12,49) . (34)

A MATHEMATICA programcsomag "Recognize" parancsa barmilyen 7 algebrai
szamhoz (gyokos kifejezéshez) megkeres egy egész egyiitthatéji polinomot, amely-
nek v gyoke (a cikkiink elején ismertetett "gyok-eltiintet6" szdmitdshoz hasonléan),
persze nem mindig a legkisebb fokszammal és a legkisebb abszolit értékii egyiit-
thatokkal. A legegyszeriibb esetre mi is taldlhatunk egy megfeleld ilyen polinomot:

18. Allitas. Tetszbleges a,b,c € 7 egészszdmok esetén a 6 = a — by/c szam
kielégiti a
6% —2ad + (a*> — b%c) =0 (35)

egyenletet.

Bizonyitds. § — a = —by/c miatt (§ —a)® = b2c , rendezés utén teljesiil.
u

5. Alkalmazasok

A szamitégépek elterjedésével, a nagypontossigu kozelité szamitdsok mindenna-
possd valdsaval egyidoben mind a matematikai, mind a mérnoki munkdban sziikséges
nem csak a kozelités pontossdga, hanem a tényleges matematikai egyenldség kérdése
is.

Els6ésorban a kiszamithat6 geometridban (computable geometry) hasznéljék, ami-
nek (szamomra) legszebb példdja Bozoki Sandor - Tsung-Lin Lee - Rényai Lajos
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[BLR 2015] cikke, amiben John Edensor Littlewood 1968-ban megjelent sejtését iga-
zoltdk: lehetséges hét (elegendben hosszii) azonos dtmérdjii hengert elhelyezni a tér-
ben gy, hogy mindegyik érintse mindegyiket.

Tovabbi alkalmazasokat és kutatdsokat taldlunk még a [BFMS 1999], [LPT 1997,
[L 1992a], [L 1992b], [L 1994], [S] és [Y] miivekben, még komolyabb miivek [HS 2012]
és [S 1986], de ismételten kiemeljiik, hogy a (jelenlegi) médszerek exponenciglisan
("rettenetesen") sok tizedes jegy pontossdgot kovetelnek.

Lovasz Lészl6 [LL 1986] klasszikus miivének 37-40. oldalain is foglalkozik az
algebrai szamok kozelitésének problémaéjaval.

Ingyenes programokat taldlunk a [BBBO] és [GMP] cimeken.
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7. Fiiggelék

A [15] Tétel v) és vi) pontjainak bizonyitdsa.

19. Definicié. Az A = [a;;] € R™*" és B € R*** mdtrizok Kronecker (tenzor)
szorzata (m KJ, [w K hu/)

CLLlB aLQB CLLnB
A® B := a27lB 02,23 @27nB c R™Exn O (36)
am1 B amoB ... apnB

Konnyen ellendrizhetd, hogy v € R™ és w € R esetén
(A® B) (vew) = (Av) ® (Bw) . (37)

Legyen a € A (ny,by) és B € A(ng,by), azaz Av = av és Bw = fw
(éS A€ M (nl,bl), BeM (ng, bg))

V) alapjan
(A® B)(vew) =(Av) ® (Bw) = av® fw =af (Vv w) (38)

vagyis aff € A (ning, bibs) .

vi) Legyen
C=AQFE,+FE, ®B (39)

ahol E,, € R"*™ ¢&s E,, € R"*™ egységmdtrixok, tehat C' € M (ning, by + bs).
Ekkor

C(veaw)=(Av)@w +vR(Bw) =a(vew)+8(vew)=(a+ ) (vew) (40)
vagyis a8 € A (ning, by + by) .

g
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