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Tartalmi osszefoglalé. Ebben a dolgozatban egy feladvannyal bucsliztatjuk az
desztenddt és kodszontjiik az Ujesztendot.

Ajanlas. Ramanujan emlékére haldlanak centendriuma alkalmaval.

Koszonet. A szerz6 halas Bollobds Béla és Bollobas Gabriella tamogatasaért.



Bevezetés. Jeloljenek a, b, c olyan nemnegativ egész szamokat, melyek 6sszege
tizes szamrendszerben 2015-re, 2020-ra, vagy 2025-re végzddik. Bizonyitandé,
hogy a® + b* + ¢* nem végzddhet sem 2019-re, sem 2021-re.

Kétféle bizonyitds is adunk. Az elsé olyan, hogy egy atlagos matematikus is
rdjohet. A mdsodik viszont felhaszndlja a szdz éve elhunyt Ramanujan egy szép
képletét.

ElsO bizonyitdas. Azt fogjuk megmutatni, hogy ha a + b + ¢ oszthaté 5-tel,
akkor sem a* 4+ b* +c* 4+ 1, sem a? + b* 4+ ¢* — 1 nem lehet 5-tel oszthaté. Az
altaldnossag korlatozdsa nélkiil feltehetjiik, hogy a, b, c olyan egészek, melyekre
0 <a < b < c < 4 Esetszétvdlasztdssal fogunk dolgozni; minden esetben
megmutatjuk majd, hogy a* + b* + c* értéke a 0,2, 3 szamok valamelyikével
kongruens modulo 5.



Amikor a = b = 0, akkor ¢ = 0, és igy a* +b* + c* = 0.
Amikor a = 0, b = 1, akkor c = 4, és igy a® + b4 + 4 =217,
Amikor a = 0, b = 2, akkor ¢ = 3, és igy at + bt + 4 =97,
Amikor a = b = 1, akkor ¢ = 3, és igy at + b* + 4 = 83.
Amikor a = 1, b = 2, akkor ¢ = 2, és igy a® + b* + 4 = 33.
Amikor a = 2, b = 4, akkor ¢ = 4, és igy a® + b* + * = 528.

Amikor a = 3, b = 3, akkor ¢ = 4, és igy a® + b* + 4 = 418,



Mivel tovabbi esetek nem lehetségesek, a bizonyitds kész, hiszen a 0, 33, 83,
07, 217, 418, 523 szamok mindegyike a 0, 2, 3 szamok valamelyikével kongruens

modulo 5.

Megjegyzés. A fenti bizonyitds nyilvan miikddik minden olyan esetben, amikor
5|a—+b4c. Amikor még 10|a+b+c is teljesiil, akkor egyszeriibb bizonyitds is van,
mert ekkor a, b, ¢ koziil vagy 0 vagy 2 darab szam paratlan, és igy a* + b* + ¢*

IS paros.

Masodik bizonyitdas. Ramanujan (magyarul: Ramdnudzsen, ahol nyilt e-t kell
kiejteni, ahogyan példaul az ember sz6 elsd e-jét) egy zsenidlis indiai matematikus
volt; 1887-t6l 1920-ig élt. Sok szép formuldt hagyott rank, melyeket a Jdisten
gondolatai jelzével illetett. A kovetkezd formuldja — némi tiirelmes figyelemmel



— kdnnyen ellendrizheto:

:134—|—y4+z4—2(33y—|—yz—|—z:c)2
= (@+y+2) (P (@—y—2)+1v’(y—2—2)+2°(z —x —y) — 2y2)

A bizonyitandé sllitasra alkalmazva a fenti formuldt megkapjuk, hogy ha a* +
b* + c* 4+ 1 vagy a* + b* + ¢* — 1 utolsé négy szamjegye 2020 lenne, akkor
2(ab + be + ca)? maradéka 5-tel osztva 1 vagy 4 lenne, ami parossag okan
azt jelentené, hogy 2(ab + bc + ca)? utolsé szdmjegye 4 vagy 6 lenne, amibdl
kdvetkezden (ab + be + ca)? utolsé szamjegye 2, 3,7 vagy 8 lenne, marpedig
egyik sem lehet egy négyzetszam utolsé szamjegye.

Megjegyzés. Ramdnudzsen idézett tétele a kdvetkezé formdban a legismertebb
(mint példaul Tattersall hivatkozott munkdjdban): Ha x 4+ y + z = 0, akkor

ot + oyt 4 24 = 2(azy—|—yz—|—zm)2



Ramanudzsen arca. Ramanudzsenrdl csak rossz mindségii fényképek maradtak.
Ezért inkdbb Bollobads Gabriella plakettjét mutatjuk meg. Sok érdekes életrajzi

adat nyerheté magyarul a Wikipédia szécikkébol, tovabba Turan Pal és Szemjon
G. Gingyikin hivatkozott munkdibdl.
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