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Tartalmi Gsszefoglalé. Ebben a dolgozatban egy 1914 decemberében, London-
ban tortént frappans feladatmegoldds hattértitkait kutatjuk.

Ajanlas és készonet. Rimanudzsen (angolul Ramanujan) emlékére 100 évvel a
haldla utdn; koszonettel Bollobdséknak a tdmogatdsdért.



Bevezetés. Ezerkilencszdztizennégy decemberében, amikor mar dult a Vildg-
habord, egy londoni havilap egy érdekes feladvanyt tiizétt ki az olvaséinak. Vél-
hetden az volt a szandék, hogy a nydjas olvasok ne a harctéri borzalmakon, hanem
inkdbb egy érdekes (és nehéz, hosszi megoldasi idét igényld) feladvanyon torjék

a fejiiket a karacsonyi iinnepekben.

A képes havilap neve: The Strand Magazine. Mar negyed évszazaddal kordabban,
1890 karacsonyara is megjelent. Ebben a sajtétermékben kaptak nyomdafestéket
példaul Arthur Conan Doyle hamar vilaghiriivé valt térténetei Sherlock Holmes
kalandjaiként. Kés6bb nehéz feladvanyok sorozata is 6regbitette az tijsag hirnevét.

A tamil nemzetiségli, zsenidlis matematikus indiai fiatalember, Srinivasa Ramanu-
jan (1887-1920) éppen vegetdridnus ebédjét készitette, amikor egy mdsik indiai
(nevezetesen P. C. Mahalanobis, a késébb hiressé valt statisztikus) felolvasta a



Strand Ujsag aktudlis feladvanyat: Egy utcaban sorban megszamozottak a hazak
az elsotdl az utolsdig, és csak azt tudjuk, hogy tébb mint 50, de kevesebb, mint
500 haz van. Hanyadik az a haz, melytdl balra a hazszamok &sszege megegyezik
a kiszemelt haztol jobbra 1évo épiiletek hazszamainak &sszegével?

Ramdnudzsen — mivel nem latin betilis nyelvli orszag polgara, ezért magyarul
kiejtés szerint kell irnunk a nevét — nem hagyta félbe a répapucoldst, hanem
kivdgta a rezet: 204-edik a 288 haz koziil.

— Hogy a csudaba csinaltad? — kérdezte honfitdrsa. — Lanctortekkel —
fukarkodott a valasszal a matematika térténetének egyik legfurabb alakja.

A feladvany értelmezése. Ha az utcdban tiznél kevesebb haz lehetne, akkor
hamar kinyertiik volna a megoldast: Nyolc hdz kéziil a hatodik. Ime az indoklas:



1+2+3+4+5 =7+ 8. Mivel azonban a kiszemelt hdz sorszama és a
hdzak darabszama is nagyon magas lehet, szdzezres nagysdgrendben var rank a
probdlkozasok unalmas sorozata.

A feladvany algebrai megfogalmazasa. A hdzak darabszama legyen m, a
kiszemelt hdz sorszama pedig n.
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Az n-ediktdl balra |évé hazszamok Osszege:
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A jobboldali hdzszamok 6sszege:

— 1
n+1+n+2+--.+m_1+m:(m n)(m+n+1)
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Tehat (n—1)n = (m—n)(m+n-+1), ami dtrendezés utan ezzé egyszeriisodik:
m(m + 1) = 2n2. A ravasz detektivtdrténeteken pallérozott elméjii nysjas

olvasék koziil bizonyara tobben eljutottak iddig. De hogyan folytassuk? Lehet,

hogy Rdmdanudzsen — 6nmagdhoz mélté médon, tehat fejben — tovabbalakitotta
a fenti egyenletet, és ezt nyerte:

(2m+1-+v2(2n)) (2m+1+Vv2(2n)) =1

Ennek részeként meglatta azt a képletet, hogy 1 + /2. Erre taldn eszébe 6tlstt,



hogy végtelen lanctortként
1

1+v2=2+ i
2 + 1
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Ha most a jobb oldalt csak csonkitva szamoljuk ki, akkor erre jutunk:
3
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A szamlalé és a nevezd szorzataként megkapjuk, hogy n = 6. A nevezd négyze-
tének kétszereseként azt nyerjiik, hogy m = 8. Mivel ez az érték nem nagyobb

50-nél, megprébalkozunk kétszer pontosabb csonkitdssal:
17
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Mdrmost n = 17 - 12 = 204 és m = 2 - 122 = 288 megoldja a havilap
feladvanyat, hiszen

203 288
> j=20706= )

A lanctortes moédszer helyessége. Most megmutatjuk, hogy a fenti lanctortes
médszerrel az m(m+1) = 2n? egyenletnek végtelen sok megoldasa &llithaté elé
pozitiv egész m és n szamokra. Valamely adott k pozitiv egész szamra szamitsuk
ki /2 kozelitését a fenti médszerrel tgy, hogy a lanctértbdl pontosan 2k darab
2-est irjunk kil A kiszamitott tort szamldldja (az egyszeriisitések elvégzése utan)
pPr, a nevezd pedig qi.. Nyilvdn p; = 3 és q1 = 2. Meg fogjuk mutatni a
kdvetkezdket:

Lemma 1. Minden pozitiv egész k-ra pg1 = 3py + 4qx és g1 = 2pg, + 3qy.



Lemma 2. A p;. és q;. szamok matrixszorzdssal is megkaphaték minden k-ra:
3 41"[1]
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Lemma 3. Az n = prqp és m = 2(1112C szamok kielégitik az m(m + 1) = 2n?

Pk
dk

egyenletet, k =1,2, - -.
Most sorban bizonyitjuk a lemmakat.

Lemma 1 bizonyitdsa. Teljes indukciés bizonyitdshoz elég annyit megmutatni,
hogy a

1 3p. + 4
1424 = Pk qk
2—|—1+—]% 2pk + 3q5



képlet esetében a szamldléba irt 3p,. + 4q;. és a nevezdbe irt 2p;. + 3q;. relativ
primek. Felhaszniljuk, hogy definicié szerint p;. és q;. relativ primek. Ha egy d
pozitiv egész szam osztja 3py. + 4q;. és 2p;. + 3q;. mindegyikét, akkor osztja a

3(2pg +3qx) — 2 (3pk + 4q;) = gk
szamot Is és a

(3pk + 4qr) — (2P + 3qx) — ax = Pk

szamot is, tehat d = 1. Ezzel a lemma bizonyitdsa teljes.

Lemma 2 bizonyitasa. Mivel



és mivel
k-+1
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ezért Lemma 1 alapjdn készen vagyunk teljes indukciéval, hiszen
3 4| Pk | _ | 3Pkt 4g
2 3 dl

2py, + 3qy,
Lemma 3 bizonyitdsa. Meg kell muntatnunk, hogy minden pozitiv egész k-ra
fenndll, hogy (2q12€) (Zq% + 1) = 2(prqy)? azaz, hogy pi — Zqi = 1. Most
is teljes indugciéval dolgozunk. A k = 1 eset rendben, hiszen 32 — 2 .22 = 1.

Feltéve, hogy fennall ]9%—2%12C = 1, Lemma 1 alapjan igazolandé: (3p + 4qk)2—
2 (2pg + 3qx)° = 1. Egyszeriisités révén a bal oldal ez: p% — 2q,%. Tehat készen
vagyunk.



A fentiek alapjan lathaté, Ramdanudzsen nem tdéditott a ldnctortekkel. De ldnc-
tortek nélkiil is cél ért volna, ha az n = 6, m = 8 megolddsbdl kiindulva
megoldotta volna a

p1q1 = 6 2¢% = 8
p2 = 3p1+4q1 g2 = 2p1 + 3q1
p2qg2 = N 2¢5 = M

egyenletrendszert, és megkapta volna az M = 288, N = 204 megoldast.

Tovabbi megoldasok. A k£ = 3,4 esetekben tekintsiik a kovetkezdket:
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Valéban

6929 9800 235415 332928
> j=24008985= ) j Y j=127710228820= )  j
j=1 j=6931 j=1 j=235417

A folytatast megtaldljuk a https://oeis.org/A082405 helyen: Tehdt n lehet-
séges értékei: 6, 204, 6930, 235416, 7997214, 271669860, 9228778026, ... Az
n1 = 6, nyp = 204 értékebdl kiindulva az ng,o = 34ng 1 — ny rekurzidval
kapjuk a sorozatot.(Azt, hogy ez tényleg igy van, késébb bizonyitjuk.) Tekintve,
hogy az m(m+1) = 2n? egyenletet n = 0 és m = 0 is kielégiti, tulajdonképpen
a 204-et, ami a Strand ujsag rejtvényének a megolddsa, az ng o = 34ny, 1 —ng
képlet alapjan is kinyerhetjiik: 34 -6 — 0.

A n szam lehetséges értékeiéhez hasonléan az m szdm lehetséges értékeit is meg-
taldljuk a https://oeis.org/A132592 helyen: 8, 288, 9800, 332928, 11309768,



384199200, 13051463048 ... Ezeket a szamokat az m1 = 8, mo = 288 értékebdl
kiindulva az mg, o = 34myg, 1 — my, + 16 rekurziéval kapjuk.. (Azt, hogy ez
tényleg igy van, késébb bizonyitjuk.) A Strand Gjsag rejtvényének megoldasaként
a 288-at megkaphattuk volna igy is: 34 -8 — 0 + 16.

Adosok vagyunk még a fent emlitett két rekurzié bizonyitdsaval. A fentiek alapjan
ezt a két Ossszefiiggést kell igazolnunk:

Pk+29k+2 — 34Pk+19k+1 +Prqx = 0 2q,%+2 —34- 2q,%+1 + 2q,% —16 =0

Valéban, Lemma 1 miatt

Pk429k+2 — 34Pp119k+1 + Prak

BPr+1 + 4qk+1) (2Pr+1 + 3qk+1) — 34Pk+19k+1 T Prk

6pi+1 — 17pp+1Q5+1 + 12q%+1 + PrAk

6(3pk + 4ax)” — 17(3pk + 4ax) (2pk + 3ax) + 12 (2pk, + 3a)* + Prar = O



és

2q5 42 — 34 24} 1 + 2q5 — 16
2 2 2
2 (2(3py, + 4qx) + 3 (2p + 3qx))” — 68 (2pk + 3q)° + 2q;, — 16
16 (pf, — 2¢7 — 1) =0

Szamitdsaink befejezésiil megemlitjiik, hogy a rekurziokbdl kénnyen igazolhato,
hogy az nj. szdmok utolsé szamjegye ciklikusan 6,4,0, mig az mj. szamok utolsé
szamjegye ciklikusan 8,8,0.

Kellettek-e a lanctortek? Mint fent elmeséltiik, Ramanudzsen a lanctortekre
gondolva taldlta meg az no = 204 és mo = 288 szdmokat. A lanctortek segit-
ségével sikeriilt az ny és m;. szamokra vonatkozé rekurzidkat bizonyitanunk. De



ha mdr megvannak a rekurzidk, akkor mar nem kellenek tovdbb a lanctortek,
hiszen az ng = 0, mg = 0 és n; = 6, m1 = 8 szamparokbdl csupan a rekurziék
szerint is megkaphatok ny = 204 és mo = 288.

Ramadnudzsen élete. Sok érdekes életrajzi adat nyerheté magyarul a Wikipédia
szécikkébdl, tovabba Turan Pal és Szemjon G. Gingyikin hivatkozott munkaibdl.
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