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Tartalmi 6sszefoglalé. A mai datum érdekessége, hogy el6lrél és hatulrél olvasva
is két-két 20-assal kezdddik. Ez inditott benniinket, hogy harom konkrét szam-
mal és azok érdekes kapcsolatrendszerével foglalkozzunk: a = 2cos20°, b =
2cos40°, ¢ = 2cos80°. Egyszerii bizonyitdsokkal meg fogjuk mutatni, hogy
ezek korzbvel és vonalzéval nem megszerkeszthetd szamok (ami azzal egyenértékdi,



hogy a szabdlyos 9-szbget nem birunk szerkeszteni, azaz a 60°-os sz6g har-
madoldsa is lehetelen euklideszi értelemben). A megszerkeszthetetlenségek el-
lenére nagyon érdekes Osszefiiggések dllnak fenn a hdrom szam kozott, amik leg-
bonyolultabbikat a tamil Ramanudzsen (angolul: Ramanujan) vette észre b egy
évszazada. Ezt is bizonyitjuk itt, de elemi eszkozokkel.

Ajanlas és kdszonet. Ramdnudzsen emlékére haldlanak centendriuma alkalma-
val; halaval Bollobas B. és Bollobds G. tamogatasaért.

Bevezetés. Legyenek a = 2cos20° b = 2cos40° ¢ = 2cos80°. Nyilvan
2>a>b>1>c>0. El6szér néhany egyszeriibb 6sszefiiggést mutatunk be
a, b, c kozott:

(1) a=b+c (2) abc =1



A bizonyitdsokhoz fel fogjuk hasznalni az ismert trigonometrikus azonossdgokat:
c052§:2c052§—1 cos3§:4cos3§—3cosC
Ezekbdl kovetkezben
b = a®>—2
_ o __ 3 3
3a+1 = 3a+2cos60°=3a+ (a®>—3a) =a
2
c = b —2= <a2—2> —2=qa%—4a®+2
= Ba+1)a—4a®+2=—a’+a+?2



Innét (1) azonnal latszik; (2) igazoldsahoz pedig ez elegendd:
abc—1 = a(a®—2)(—a’+a+2)—1
= —a5—|—a4—|—4a3—2a2—4a—1
= a3(—a’4+a+4)—2a°—4a—1=
— (3a—1—1)(—a2—|—a—|—4)—2a2—4a— 1
— 3(—a®4+3a+1)=3(-a>+d¥)=0
A teljesség kedvéért idetessziik, hogy
2—c? = 2—(a*—4a?®+2)?
2
= 2— ((3a—|—1)a—4a2—|—2) = —a*+2a3 +3a% — 4a -2
= (—a+2)Ba+1)+3a°—4a—2=a

Egy harmadfokui egyenlet, melynek gybkei: —a, b és c. Tekintsiik az f(z) =
(z 4+ a)(x — b)(z — ¢) polinomot. Mdrmost (1) és (2) miatt ez ilyen alakot nyer:



f(x) =23 — (ab+ ac — be) x + 1. A fentiek szerint

ab + ac — bc
= a(a®—2)+a(—a®+a+2)— (a® —2)(—a’+a+2)
— a*—ad®>—3a°+2a+44=0a3(a—1)—3a®>+2a+4
= (Ba+1)(a—1)—3a®>+2a+4=3
Tehst f(z) = 23 — 3z + 1. Tekintve, hogy f(—a), f(b), és f(c) mindegyike

nulla, ezért a,b, c mindegyike irraciondlis, hiszen ha —a, b, ¢ barmelyike p/q
alakba irhaté lenne, ahol p és q egész szamok, relativ primek, és ¢ > 2, akkor

3
3
0=¢>-0=¢> ((Z) —5+1> =p> — 3pg® + ¢°

miatt p3 oszthaté lenne g2-tel, ellentmondva a relativ primségnek.



A gyokdok nem megszerkeszthetok. Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy
a, b, c egyike sem szerkeszthetd meg a szokdsos euklideszi szerkesztési lépésekkel,
kérzovel és vonalzéval. Mivel szégek felezése és dupldazdsa nem gond, a defini-
cidjuk miatt a, b, c barmelyikébdl a mdasik kettd hamar megszerkeszthetd lenne.
Tegyiik fel, hogy valamelyik megszerkesztheté. Ezt ugy értjiik, hogy kezdet-
ben adottak az zy-koodinadtarendszerben a FPy(0;0) és a P;(1;0) pontok, és
a megengedett szerkesztési |épések alkalmazdsdval megkonstrudlhaték sorban a
P>, P3,--- , Py pontok lgy, hogy Ppn-nek az z-koordindtidja az {a,b,c} hal-
maz valamelyik eleme. Ro&gzitsiink egy ilyen szerkesztést. Most minden k =
0,1,---,n esetén tekintsiik azt a H;. szamhalmazt, amely a lehetd legsziikebb, de
tartalmazza a Py, P1, - , P pontok mindegyikének az x- és az y-koodinatajat,
tartalmazza a nullat is, tovdbba barmely v és v nemnulla elemeire tartalmazza
az u + v, u — v, uv és u/v szdmokat is. Vildgos, hogy H1 a raciondlis szdmok
halmaza, Hj, bovebb, mint a raciondlis szamok halmaza, és hogy

Hy CHyC---CHp, 1CHy



Tekintsiik a leheté legnagyobb m indexet, melyre egyrészt Hy, # H,, 41, mds-
részt a H,,4+1 halmaz mar tartalmazza elemként a P, pont z-koordinatdjat.
Tekintsiik azt a pillanatot, amikor megszerkesztettiik a P, 1 pontot. Harom
eset valamelyike lehetséges: (S1) Két egyenes metszéspontjaként kaptuk meg.
(So) Egy egyenes és egy kor metszéspontjaként kaptuk meg. (S3) Két koér met-
széspontjaként kaptuk meg. Az egyenes(ek) egyenlete Az + By + C = 0 alaka,
ahol A, B,C € Hp,. A kor(ck) egyenlete (z — U)? + (y — V)2 = W alaka,
ahol U, VW € Hp,.

Az Sq esetben a Py, 11 pont z- és y-koordindtdjat az Az + By+C =0, A’z +
B'y+C’ = 0 egyenletrendszer megoldadsaként kapjuk meg, ahol A, A’ B, B, C,C’ ¢
Hy, és AB" # BA’ (mert metszd egyenesekrél van szé). Mdrmost

BC' — CB’ CA — AC'
T = Y =
AB! — BA’

AB' — BA’



miatt H,, 1 nem lehetne bévebb, mint Hy,, tehdt az S eset lehetetlen.

Az So esetben egy kor és egy egyenes két metszéspontja koziil az egyik lenne a
P41 pont, melynek z- és y-koordinatdjara kapjuk az Az + By + C =0,

(x — U)? + (y — V)% = W egyenletrendszert, ahol A, B,C,U,V,W € Hp,.
Allitjuk, hogy a metszéspontok z- és y-koordinitdja S + TR alakd, ahol
S, T, R € Hp,. Ennek igazoldsdra az altaldnossag korlatozasa nélkiil feltehet;jiik,
hogy U =0,V =0, W = 1, tovdbba hogy C' € {0,1}. Nyilvdn nem lehet A
és B mindegyike nulla. Tehat két alesetiink van: (Spa) C' = 0. (Spb) C' = 1.
Az Soa esetben {x,y} C {—1,0,1}, ha AB =0, és

A | B
X Y C Y

el W} s+ g )

ha AB # 0. Az Sob esetben ez az egyenletrendszer: Az+By+1 =0, z24y? =

1. Méarmost A = 0 esetén |z| = V1 — B2, y = —B~1. Hasonléképpen




B =0esetén z = —A"L |y| = V1 — A=2. Végiil AB # 0 esetén

~ A+ BVA2 1+ B2 1 —B - AVA2 + B2 1
T = Yy =
AZ + B2 AZ + B2
vagy
~A—-—BVA21 B2 1 B+ AVA2+ B2 1
T = Yy =
A2 + BZ A2 + BZ
Tehat az allitasunk bizonyitott a kovetkezd S, T, R értékekre:
—A + B
A2 + B2 A2 + BZ \/ +

Most a S3 esetet vizsgdljuk. Feltehetjiik, hogy a két egymadst metsz6 kor egyen-
lete:

(z—UP+@y—-V)>=w (z-U)Y+@y-V)y=w



ahol U, UV, V! W, W' € Hp,. Kivonva a masodikbél az elsé kéregyenletet
egy olyan egyenes egyenletét kapjuk, mely egyenes dtmegy a korok mindkét met-
széspontjan:

20U -UNz+2(V-V)yy+W -W'=0

Visszajutottunk tehat a mar elintézett S, esethez.

Tekintettel arra, hogy Hm # H,,11 és arra, hogy az S + TR alaki szamok
Osszege, kiilonbsége, szorzata és hanyadosa is hasonlé alaki, a fentiekbdl azt nyer-
jiik, hogy a Hy, halmazbdl alkalmasan vett konkrét A, B szamokra az H,,, 1 hal-
maz a lehetd legszilkebb halmaz, mely tartalmazza H,-et, a négy alapmiiveletre
zart, és tartalmazza elemként egy konkét R ¢ Hy, szamot is (ahol torténetesen
R = VA2 + B2 — 1 a fenti értelemben). Az m szam definiciéjanak kovetkeztében
erre a konkrét R szamra és alkalmasan vett s,t € Hy, szamokra, ahol t # 0, a




—a, b, c szamok koziil egaldbb egy felirhaté s + tR alakban. Mivel mindhdrom
szam gyoke az 3 —3x+1 = 0 egyenletnek, ezért (s+tR)3—3(s+tR)+1 = 0.
Atrendezés utan azt kapjuk, hogy

t(R2t2—|—382—3>R—|—3st2R2—|—s3—3s—|—1:O

Mivel az R?t% + 352 — 3 és az 3st2R2 + s3 — 35 + 1 szamok H,-beli elemek,
akarcsak a nulla, és mivel R & Hy,, ezért R2t2 1 352 — 3 = 0. Tehat

(s+tR)> —3(s+tR)+1=3st?R*> + s3> —3s+1

Itt a jobb oldal nem viéltozik meg, ha t helyett —t keriil beirdasra. Mindazondltal
azt kapjuk, hogy nem csak s + tR, hanem s — tR is gydke az 23 — 32z +1=0
egyenletnek.

Tekintettel arra, hogy tR # 0, az s+tR és az s —tR szamok az —a, b, c szamok
koziil két kiilonbozét alkotnak, és (s 4+ tR) (s — tR) = s® — R%*t? € Hy, meg és



abc = 1 miatt az —a, b, c szamok koziil a harmadik H,-beli. A hdrom szam koziil
tehat kettd nem Hy,-beli, egy pedig Hp-beli. Tekintve a b = a? —2. c= b2 — 2,

a=2—c?

azonossagokat, viszont mindhdrom szam H,-beli, ha mar csak egy
Hy-beli is van koztiik. Ez az ellentmondds tehat azt jelenti, hogy az a,b,c
szamok egyike sem szerkesztheté meg kdrzével, vonalzéval. Igy aztdn sem egy

60°-0s sz6g nem harmadolhatd, sem a szabdlyos 9-sz6g nem megszerkesztheto.

Ramanudzsen azonossaga. Az a, b, c szamok kozott fenndll a kdvetkezd, ugy-
nevezett Ramanujan identity:

/2 cos 80° + v/2 cos 40° — V/2 cos 20° = \3/35/3 — 6

Erre is adunk itt egy bizonyitdst. Tekintsiik a

g(z) = (z + Ja)(z — Vb)(z — Jc)



polinomot. Mivel abc = 1, ezért valamely p, g valés szdmokra

g(z) = 2> — pa® + qz + 1

3
Azt kell bizonyitanunk, hogy p = \3/35/3 — 6, azaz, hogy (p3 + 6) — 32,

Tekintsiik a g(x) = 0 egyenletet, azaz — datrendezés és kdbre emelés utdn —

3
azt, hogy (23 + 1)3 = (p:cz — qw) . Ujabb &trendezés az egyenlet kdvetkezd
alakjat eredményezi:
z° + (3—p3)x6—|—3pq(pa:2—q:v>w3—|— (3—|—q3>x3—|—1 =0

azaz pw2 —qxr = 23 + 1 miatt

xg—l—(3qp—p3—|—3)az6—|—(q3—|—3pq—|—3)x3—|—120



Az y = z3 helyettesitéssel a kdvetkezo alakot nyerjiik:
v+ (3pg—p*+3) v+ (Bpa+ @ +3)y+1=0

Tekintve, hogy a g(z) = O egyenlet gydkei — ¥a, Vb, J/c, ezért a fenti utolss
egyenlet gyokei —a, b, c; mindazondltal a fenti egyenlet azonos az f(y) = 0
egyenlettel. Tehat 3pqg —p34+3=06s3pg+q¢3+3=—-3. Azelss egyenletbdl
latszik, hogy p # 0, és mdsodik egyenletbdl latszik, hogy ¢ # 0. Az els6
egyenletbdl kifejezve g értékét, azt behelyettesitve a mdsodik egyenletbe, majd
azt 27p3-bel szorozva megkapjuk, ami kell:

3_3 3_3\3
0 = 21p3 [3p - =24 (2 +6
3p 3p

3
— p9+18p6+108p3—27:(p3+6) —3°




Kovetkezésképpen

p3—3 35/3 — 9 35/3 -9
q: p— p—
3p 3. \3/35/3—6 \3/314/3_2_34

és igy a g(x) polinombdl azt kapjuk, hogy

g _ 35/3
\3/314/3 _ .34

\/3 ab + Jac — \3/b_:

azaz hogy
Yo 3
Ja. Y9-8

\3/cos 20° cos 40° + \3/cos 20° cos 80° — s’/cos 40° cos 80° =




Ez tehat a Rdmanudzsen-azonossag kozeli rokona, és abc = 1 miatt

1o, 1 V18— /6
\3/ cos 80° \3/ cos 40° \3/ cos20° ‘3/\3@ _9

. . - . _ - 1 1
Emlékeztetiink, hogy abc =1 és ab + ac — bc = 3 miatt 555 + gsage —

—coslzoo = 6. Az olvaséra bizzuk, hogy keressen zart, alapmiiveletekkel és gyok-

jelekkel felirt formulat a
h(a) = (\3/ Ccos 80°>a + (\/3 Ccos 40°>a — (\/3 Ccos 200)0‘

kifejezés értékére az a = —2 és +2 esetekben is. Tajékoztatdsul kozoljiik a
numerikus értékeket:

a =|-3 —2 —1 0 1 2 3
h(e) = | 6 |[3.3649...|1.8644...|1|0.4934...]0.1890... |0

A fentiek alapjan kénnyen ellendrizhets, hogy h(—1) - h(1) = 3 — /9.




Egymashoz hasonlé azonossagok. Szamoldsaink lezarasaként még megem-
litink ot darab, |atszélag egy kaptafara késziilt azonossagot:

2 cos0° = \/2+ \/2+\/2—|—2c0500; 2 cos 20° = \/2+ \/2+\/2—2c05200;
2COS4OO—\/2—|- \/2— V2 + 2 cos 40°; 2cos600—\/2— \/2— V2 — 2 cos 60°;

2 cos80° = \/2 — \/2—|— V2 +2cos80°. Ezek koziil az elsé és a negyedik
trivialitds; ezeket csak az Osszehasonlithatésag érdekében irtuk ide. A maradék
harom Ramanudzsen észrevétele, és a kovetkezd harom formula érvényességének

belatasahoz kell:

2cosZO°:\2—|—\IZ—|—\/2—\/2-|_\/2_|_\/ﬁ



2cos40° = \2—|—\

2—\/2+\/2+\/2—m

2cos80° = \2—\

2+\/2+\/2—\/2+m

Ezekben a jobb oldalon a 2-esek mogotti miveleti jel harmas ciklusokban is-

métlddik. Addsak vagyunk annak igazoldsaval, hogy a, b, c rendre egyenld ezekkel:

V2rv2tvaa:  (2rvavEih:  \2-\2ivate

Felhasznalva a fentiekben igazolt b=a —2,¢c=b*—-2,a =2 —c¢

2 aZoNnossa-



gokat, ezeket kapjuk:

\/2—|—\/2—|—\/2—a — \/2+\/2—|—c:\/2+b:a
\/2+\/2— 210 = \24v2_a =v2ic=b
\/2—\/2—|—\/2—|—c = \/2—\/2—|—b:\/2—a:c

Ramanudzsen élete. Az 1920-ban, 33 éves koraban elhunyt Ramanudzsen-
rol csak rossz minéségii fényképek maradtak. Szives engedélyével inkdabb Bérczi
SzaniszIo tollrajzat mutatjuk meg, amit tobb fénykép és egy festmény alapjan
készitett. Sok érdekes életrajzi adat nyerhetd a Wikipédia szécikkébdl, tovabba
Turan P. és 5z. G. Gingyikin hivatkozott munkaibdl.
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