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Megkiséreljiik egy tetszdleges, de 45° és 90° kozotti szog harmadoldsat. Felvesziink
egy O kozéppontu kérben egy AB atmérot, és a pozitiv irdnyl kérbejards szerint
értelmezett BA iven egy C' pontot ugy, hogy a BOC 4 az inputként megkapott
a szog legyen, ahol m < 4a < 2mw. (Az elsé dbrdn ez a zold szbgtartomany.)
A szoégharmadolast ugy fogjuk megkisérelni, hogy keresiink egy olyan, az AB
atmérére meréleges D E hurt, ahol D a C A iv egy bels6 pontja, E pedig az AB









iv egy belsé pontja, hogy a hir hossza megegyezzen az E/C' tavolsaggal. Jeldlje
a CEDX nagysagéat 5. (A masodik dbran ezt latjuk.)

Segédtétel: 2o + 35 = 180°

A segédtétel bizonyitdsa: Vegyiik észre, hogy OBC4A = OCBA£ = 90° — /2.
A keriileti szogek egyenlésége miatt CBD A = 3. Ugyancsak a keriileti szbgek
egyenlésége miatt DCEAL = DBEA. Mivel OB = OC, ezért OCB4{ =
CBDZA. Mivel EC = ED, ezért DCE £ = 90° — g Mivel DB = EB,
ezért DBOA = 1. DBOA. Tehit OCBL = CBDA = CBDX 4+ DBOA =

B+ % (90O — g) = 45° + %B. Osszeadva az OBC hdromszdg szogeit, rendre
O-nal, B-nél, C-nél: o+ (35 +45°) + (38 + 45°) = 180°. Ebbdl megkapjuk,
hogy 2o + 35 = 180°. &



Koévetkezmény: A D pont helyzetének ismeretében az o szog kdnnyen har-
madolhaté, hiszen 270‘ = 60° — 3. A gond csupdn az, hogy a D pont helyzetét

megtaldlni nem kdnnyd.

Bizonyos specidlis esetekben nem tudjuk megszerkeszteni a D pontot, példaul
o = 60° esetén, hiszen ismert, hogy 20° nem megszerkeszthetd euklideszi értelem-
ben. (Ennek a ténynek egy elemi bizonyitdsa megtaldlhaté az elsé azon munkajaban,
melyet az irodalmomjegyzékben feltiintettiik.) Ugyanakkor példaul o = 54° fok
esetén meg tudjuk szerkeszteni euklideszi szerkesztéssel a D pontot, hiszen ilyen
esetben tudunk a korbe egy olyan szabalyos 60-széget szerkeszteni, melyek cstc-
sai kozt taldljuk a B, C, D pontokat. Ugyanez igaz az a = 72° fok esetén is.
Természetesen szabalyos 60-szoghdl szerkeszthetiink szabdlyos 120-szoget is, ab-
bél szabalyos 240-szbget, és igy tovabb. Igy a D pont megszerkeszthetd (azaz az
a sz6g harmadolhatd) minden olyan esetben is, amikor v egész szdm szorzéval



valé tobbszorose a 9° valamely 2-hatvanyad részének. Példaul harmadolhatunk
58°30’ nagysagu vagy 60°15’ nagysdgt szogeket.

Rogton adodik tetszbleges a-ra egy kozelitd szégharmadolds: Eloszor megker-
essiik, a megszerkeszthetd 2°15’ szégnagysdg segitségével, hogy mely n szamra
igaz az, n - 2°15" < a < (n + 1) - 2°15’. Ha itt egyenl8ség all fenn, készen is
vagyunk. Ha nem, akkor el8bb o helyett az n - 2°15’ szégre megszerkesztjiik a D
pontot, ezt jeldlje Dy, aztdn hasonléan megkapjuk a D,, 1 pontot is. A Dy, és
Dy, 11 pontok értelmezéséhez hasonléan értelmezziik a Cy, és C,, 1 pontokat is,
mint a C' pont aktudlis helyzetét a fix BA iven. Ezutdn a Dy D, 1 szakaszon
kiszerkesztiink egy osztépontot C,C' : C'C,, 41 ardnyos osztds szerint, aztdn a
kiszerkesztett D* osztéponton keresztiil az AB-re allitott merdleges fogja majd
megmutatni — de csak kozelitéleg — a D és E pontok helyét.



Gyakorlati szempontbdl barmilyen hasznos is ez az eljards, de teljesen nem pontos!
Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy példdul o« = 60° esetében mennyire kicsi a
hiba. Mivel 26 - 2°15" = 58°30’ < 60° és 27 - 2°15’ = 60°45’ > 60°, ezért
n = 26. Egy olyan xy-koordinatarendszerben fogunk szamolni, melyben az origé
O, a kor sugara az egység, és az AB atmér6 egyenese az x-tengely. Most a
segédtétel miatt
CEDAL = B = (180° —2a)/3 = 20° = g
7
CoeEagDagd = Bog = (180° —2-26-2°15)/3 = 21° = £
13
Co7Ex7Dy74d = Po7 = (180° —2-27-2°15") /3 = 19°30" = é



Kovetkezésképpen

5
BODA = C¥—|—2/8:]_OOO:?7T

67
BODoygd = 26-2°15' +2.21° = 100°30' = ——

1337

BODy74 = 27-2°15" +2.19°30" = 99°45’ = 10

Ugyanakkor

BOCK = a=60°=—

13
BOCosd = 26-2°15' =58°30' = —— =~ _
40 3 120
27
27 . 2015/ — 60045/ p— —ﬂ- — g
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Ennélfogva

T T T
CnC i CCyyyq = sin—— :sin—— = 2cos — : 1
g nt1 =540 " ag0 ~ %480

Most kiindulunk hat jélismert képletbdl:

4cos% = 2 4sing:\/12
4cosg = 1++5 4sing:\/10—\/20
4cos§‘ — +/8+8coszx 4sin§|:\/8—8cos:v




Az addiciés képletek szerint megkapjuk ezt:

27 1 T T
8cos— = —-16-cos(———>
15 2 3 5

1 T T 1 T . T
= — (4cos—) (4cos—) + — (4sm—) <4sm —)
2 3 3 2 3 3

— 145+ /30— V180

Kovetkezésképpen

dcos - = \/9+f5+\/30—\/180
4sin17T—5 — /7= /5 —1/30 — V180




\/8+2\/9+\/§+\/30—\/@

\/8—2\/9+\/§+\/30—\/ﬁ

8+2\/8+2\/9+x/§+ /30 — V/180

8—2\/8+2\/9+f5+\/30—\/@



120

4cos7T\8+2J8+2\/8+2\/9+\/g+\/30\/180

8 — 2\/8 +21/8 + 21/9 + v/5 + /30 — v/180
\

T
4sin —
120

4coszzo:\8+2\8+2J8+2\/8+2\/9—|—\/§+\/30—\/180

dsin o \8—2\8+2J8+2\/8+2\/9—i—\/§+\/30—\/180



4 cos——
4

— \8+2\8+2\8—|—2J8—1—2\/8+2\/9+\/g—i-\/30\/@

4sin —
480

- \82\8+2\8+2\l8+2\/8—|—2\/9+\/g+\/30\/ﬁ

Ezekbdl a képletekbdl és a trigonometrikus addiciés formuldkbdl megkapjuk —



10~ 15 nel joval kisebb hibdval szamolva —, hogy

1
— = 0.33333809303149

1 + 2 cos 755
671

COSEO = —0.1822355254921474566
1337

cos 10 —0.1693495038490246142

Most mdr — nagyon j6 kozelitéssel — kiszamithatjuk a D* osztépontnak az

A B-re merdleges atmér6tél valé tavolsagat:

0.33333809303149 - 0.1822355254921474566
+(1 — 0.33333809303149) - 0.1693495038490246142
= 0.1736449057303057

Ha a D* pont pontosan a DE egyenesre esne, akkor ennek a tavolsagnak pon-
tosan — cos 100° = sin 10° nagysdgtinak kellene lenni. Tekintve, hogy 0.5 =



sin 30° = 3sin 10° — 45sin310°, és hogy

3.0.173646 — 4 - 0.173646° 0.4999994
3.0.173647 — 4 - 0.1736473 ~ 0.5000031

megallapithatjuk, hogy a D* osztépont tavolsdga az AB-re merdleges atmérétdl
5 értékes jegyre pontos!
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