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Szamitégépes szamitdsok sordn gyakran érdemes a matrix-vektor szorzé-
sokat haszndlni, erre mutatunk két példat.
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[CR 2013] és [T 2018] -ben, szamitégépes képfeldolgozas céljdra minden szémitdst
Mx alakban végeznek, ahol x € R"™ az input adat-vektor és M € R"*" egy megfeleld
métrix. [T 2018] tobb meghokkentd allitast is kozol a fenti formédban (bizonyitds
nélkiil). Ezen 4llitdsok igazoldsa ugyan nem til nehéz, de az Olvasé sziirkedllomanys-
nak felesleges megterhelésének elkeriilése végett jelen cikkben részletesen elemezziik
oOket.


http://www.math.bme.hu/~hujter/halad

1. Polinomok

[T 2018] 66. oldaldn a (4.7), (4.8) képletekben a kovetkezét taldljuk (bizonyités
nelkiil). Tekintsiik a

dz diU
f(zy) = Z Z Ci 'y’ (1)
i=0 j=0
tetszoleges kétvaltozos polinomot, ahol x és y csak korldtos egész szamok lehetnek
(1<z<w, 1<y<h), ¢;€R tetszbleges valds szamok, és z € R¥*" a kivetkezd
eredmény-métrix:
z[z,y] = f(z,y) . (2)
Ha z -t sorfolytonosan olvasva azonositjuk a z € R" oszlopvektorral (u = wh),
akkor taldlhaté olyan F € R**V mdtrix, amelyre v = (d, +1)(d, +1) és

z=F-c . (3)

Bizonyitds (konstrukci6): Nyilvin ¢ € RY a kovetkezd vektor:

T
c=[Coo, Clo, Cots C11, C205 Co2 s - s Cdpdy) (4)
és az F matrix:
F = [1,x,y,xy,xy> .. . x"y%] e R (5)
ahol barmely 0 <i <d, ,0 < j <d, esetén
. . . . T
X'y’ = (xZ : y])1<w<'w 1<y<h R* (6)

bW, 1Y

a kovetkez6 vektor: az 1<z <w,1 <y <h feltételeket eleget tevd dsszes (z,y)
szampért sorfolytonosan olvasva az ' - 3/ értékeket frjuk le egymés utdn. Nyilvan
1 =x%". Il

Példaul: w = 3 és h = 2 esetén

i

f(1,2

S| f(1,2)

2= F 1) [ 722 |~ H5 = F e
f(3.2)
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nyilvdan F -ben és c -ben a sorrend tetszoleges, de ugyanannak kell lennie !

1 2 3
Tehdt, ha példaul  f(z,y) ==+ -z — —y+ 7oy +92%y , azazd, =2ésd, =1,

3 5 7
(1 2 -3 T
akkor v=(d,+1)(dy+1)=3-2=6, c= 5’5’7’7’079’ ’
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f(252):§+g'2—?'2—|—7-2.2+9,22,2:1(;0559

L, 2 3 2 10826
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2. Vetiiletek

Kozismert egy tetszoleges x vektor merdleges vetitése egy tetszoleges H C R”
vektorhalmaz dltal kifeszitett hiper-altérre és annak merdleges kiegészitdjére, és a
Legjobb Approximécié Tétele.

Ki lehet deriteni, hogy [T 2018] 73-75 oldalak, 4.3.1-4.3.1 alfejezetekben ezt
csindlja M - x és M* - x formdban, de nem mondja ki vildgosan. [H 1997] 12.§
Projections and Projection Matrices fejezet 161-177 oldalain ugyan részletesen leirja
az elméletet, de nekiink szokatlan terminolégidja ("minden matrix") miatt nehezen
értheto.

Ezért most a ndlunk megszokott jelolésekkel és fogalmakkal keressiik meg az M
és Mt métrixokat.

A fejezet végén néhiny tovdabbi megjegyzést tesziink és egy részletes példat mu-
tatunk.

Jelolések a cikk roviditése végett:

- egy matrixot egyelore azonositunk az oszlopvektorainak halmazdval és a vek-
torok 4altal kifeszitett hiper-altérrel (generdtum),

- a vektorokat nem mindig hizzuk ald, néha félkovér betiivel jeloljiik, altaldban
oszlopvektorokra gondolunk, tehdt x = (x, ..., xn)T

- ()" a transzponalds jele.

Tehat adott H = {hy,...,h,} =H e R™* h; e R", ¢sfeladatunk a H és a
H* terekbe valé (merdleges) vetités kifejezése

Y

Xg =Mug-xeH (7)

és
xpL = Mg -x € H* (8)
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alakban (x € R"), azaz keresenddk az My és My matrixok.

Feltessziik még, hogy a {hi,...,h;} vektorok linedrisan figgetlenek (vagyis H

teljes rangu).

Jél ismert, hogy
X = XHg + XgL

ahol valamilyen @ := (ay, ..., ak)T oszlopvektorra

k

—

XH — E Oéihi:H'Oé,
i=1

(9)

(10)

és XL = X —xpg merdleges H 6sszes elemére, vagyis minden 7 = 1, ..., k index esetén

(x—xu, hj)=0
azaz
<X7 hj>_<XH7 hj>:0

vagyis
Vi (%, hj)=(xu, hy)

Ezeket a szédmokat (1 < j < k) oszlopvektorba rendezve egyrészt

: R ECRE A
oo ) = [y, 0, = | .| =HTx
(hi , x)

(H” a H transzponéltja), mdsrészt, és (, ) szimmetridja alapjdn

k
(xm, hy) =Y a; (b, hy) = [(h] ), .., (h! hy)] @ =h?-
=1
tehat
W - H o
[(xm , hj>]§:1 = ~HT . H O .
h - H-&
Tehat

H' .x=H" - H-& ,

H-

—
(0%

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)



ahonnan kapjuk, feltéve, hogy H” - H = [(h;, h;)] egy invertdlhaté mdtriz

-1

(H"-H) -H"-x=7 (18)

és alapjdn

-1

xy=H-(H' -H) -H"-x, (19)
tehat a keresett matrix
My =H-(H” -H) -H” | e R, (20)
és természetesen
xgL =x—xg = (I—Mg)- -x (21)
vagyis
Mg =1 - Mgy (22)
ahol I € R™"™ az egységmatrix. O

2.1. Tovabbi megjegyzések

Az aldbbi észrevételek nyilvanvaléak, vagy a definiciékbdl vagy a és
képletekbol kovetkeznek.

i)  Mpg és My szimmetrikus métrixok.
i) Mg és My sajatértékei 1 és 0, a sajatalterek H és HY ("felvaltva").

ii) Vélasszunk Ht -ben egy ortonormdlt bézist: {wy,...,w,} C HY, és legyen
V = [wy,...,w € R ezen oszlopvektorokbdl képzett métrix ([CR 2013]-ben
W =VT), ahol ¢=n—k=dim(H"). Ekkor

VIH=0, V'Vv=I, VV' =M5; (23)
és barmely z € R” vektorra
M - 2l = [[V* - 2] - (24)
iv) Bérmely p € H (mint altér) ésa € R", z = pu +a vektorok esetén

My -z=M;j-a. (25)
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Ezen utobbi egyszerti osszefiiggésnek a képfeldolgozdsban és dltaldban a hiba-
keresésben van jelent6sége: ha a hibamentes adat (kép) p , amelyet egy a hiba
(anomdlia) torzit, akkor a keletkezett hibds adat, vagyis a z = p + a eltérését a
kifejezés adja meg. Lasd még a kovetkezd példa a; , as és z; , z5 vektorait és a
szerinti méretek eltéréseit.

2.2. Egy példa

1 0 10
1 1 11
Legyen H = 11, 2 CR ,azaz H= |1 2| € R>*2,
1 3 13
1 4 1 4
torzitatlan adatok:
111 1 11" [4] T
ule-slz_01234_ : 5_:[4914 19 24]°,
1111 11" [5] T
uQZH.sgz_O 123 4] 4_:[5 9 13 17 21,
1111 117 [6] T
u3:H.s3:_0 123 4] 3_:[6 9 12 15 18],

torzitott mérések és anomadlidk:

Zi=pfa =49 14 19 4] v0=[4 9 14 19 24]",

lag]* =0, (26)
Zo=pyta;=[59 13 17 21]" +[1 1 3 1 —1]' =[6 10 16 18 20]",

lag]|* =12+ 12+ 32+ 12+ (-1)* =13, (27)

Z3=j;+ag=1[6 9 12 15 18] +[0 2 —2 2 0]' =[6 11 10 17 18] .



(28)

02422+ (—2)* 4+ 22+ 0% = 12,
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4 -4 -2 0 2 6 -2
1 -4 7 =2 -1 0 11 1 8
L
Myj-2z3=—-|-2 -2 8 =2 =2{-[(10| =< |12

W0 1o -1 2 7 —4| 17| °] s
2 0 -2 —4 4] |18 —2
Lo L 2_ 1 2, o2 2, o2 2y _ 96
My - z5||” = || M - as| :%((—2) +8%+(—12)° +8 +(—2))=3:M :

A kovetkezoket figyelhetjiik meg: béar a torzitast okozo as és az nagyjabdl ugyanolyan
méretiiek (ldsd és (28)), a keletkezett, torzitott adatok az elvart (H -beli)
értékektol méar kiilonbozoképpen térnek el: HMﬁ . Z3H2 majdnem kétszer akkora,

mint HMﬁ . z2||2. Ennek az oka az, hogy as kevésbé tér el a H altértsl (elvart
értékek halmaz&tol), mint ag .

Természetesen a gyakorlatban csak a z; értéket ismerjiik (mérjiik), és a fentiek sze-
rint szdmoljuk ki a lehetséges, eredeti My -z; € H és az eltérést méro ”Mﬁ - Z H
értékeket.

3. Hivatkozasok

[CR 2013] Cogranne,R., Retraint,F.: Statistical detection of defects in radi-
ographic images using an adaptive parametric model, Signal Processing, vol. 96, no.
Part B, pp. 173-189, 2014.
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0165168413003599
https://doi.org/10.1016/j.sigpro.2013.09.016

[H 1997] Harville,D.A.: Matriz Algebra from a Statistician’s Perspective, Springer:
Berlin, 1997.

[T 2018] Tout,K.: Automatic vision system for surface inspection and monitor-
ing: Application to wheel inspection, These, L’Univertité de Technologie de Troyes,
2018.



	Polinomok
	Vetületek
	További megjegyzések
	Egy példa

	Hivatkozások


