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Osszefoglalé

Egy, az ellipszis érintdire vonatkozé szimmetria-tulajdonsagot fogunk bizonyitani.
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Az ellipszis merdleges érintoi

Tekintsiink egy tetszdleges e ellipszist a sikon, és rajta kiviil egy O pontot. Hiizzuk
be O-bdél mindkét érintét az ellipszishez; az érintési pontokat jelolje P és Q).
Tekintsiik a kovetkezd hdarom 4llitast:

(1) OP = 0Q.

(2) POQL = 90°

(3) O rajta van az e ellipszis valamelyik szimmetriatengelyén.




Az vilagos, hogy (3) = (1). Az is vilagos, hogy az ellipszis kézéppontjibdl
induld, az ellipszis barmely szimmetriatengelyén haladé félegyenesen egyértelmii
helyen taldlhaté olyan O pont, melyre fennall (2), és nyilvan fennall (1) is.

Allitas: (1) A (2) = (3)

Bizonyitas: Vegyiink fel Ggy egy derékszogli xy-koordinatarendszert, hogy O
legyen azonos az origéval, a P pont az (1;0) ponttal, a @ pont pedig a (0;1)
ponttal. Ismeretes — példdaul a Wikipédia szerint is —, hogy az ellipszis egyenlete
a kovetkezo alaki:

Az? + Bxy +Cy° + Dz + Ey+ F =0

Itt A, B,C, D, E, F olyan konstansok, melyekre fennall, hogy B? < 4AC. Az
altalanossag korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy F' = 1, mert az origd az ellip-
szistinkon kiviil van. Mivel P és () rajt van az ellipszisen, ezért

A+D+1=C+E+1=0



Tehat az ellipszisiink egyenlete igy irhato:

Az + Bay+ Cy? —(A+ 1)z — (C+1)y+1=0

Rogzizett s szamra 0 < s < 1 esetén tekintsiik az y = s egyenletli egyenes és
az ellipszis metszéspontjait. A metszéspontok x-koordinatdjara olyan masodfokii

egyenletet kapunk, melynek a diszkrimindnsa:
—2A + B?s?> + 4As —2Bs + A®> — 4ACs®> —2ABs + 4ACs + 1

Az x-tengely érinti az ellipszist, igy s — 0 esetén a diszkrimindnsnak 0-hoz kell
tartania; ezért

_2A4+A24+1=0



azaz A = 1. Ha most rogzitett t szdamra 0 < t < 1 esetén tekintjik az x = ¢
egyenletli egyenes és az ellipszis metszéspontjait, akkor hasonlé levezetéssel azt
kapjuk, hogy C' = 1. Az ellipszisiink egyenlete tehat ez:

ac2—|—Bazy—|— y2—2x—2y—|—1:O

Ez véltozatlan marad, ha benne az = és y betiiket felcseréljiik. Mindazoniltal az
ellipszisnek az x = y egyenletli egyenes az egyik szimmetriatengelye. Marpedig
ez az egyenes atmegy az origdn. Ezzel a bizonyitds teljessé valt. H

A fenti allitas kovetkeztében kimondhatjuk, hogy ha a kiinduldsi e ellipszis nem
kor, akkor az O pont pontosan 4 olyan helyzetben veheté fel, hogy az (1), (2),
(3) allitasok teljesiiljenek, és ez a 4 pont éppen egy olyan négyzet 4 csticsa, amely
négyzet az ellipszis koré van irva. Itt nem vizsgaljuk a kérdést, hogy az ellipszis
koré irhaté-e masféle négyzet.
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