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Rényi Alfréd sziiletésénék centendriumadra dedikdlva

A kombinatorikus optimalizaldsban alapvetd eredmény az a tétel melyet 1916-ban
Ko6nig Dénes publikdlt, 1917-ben pedig Georg Frobenius. Hogy Koénig és Frobe-
nius eredménye teljesen fiiggetlen-e, nem tudjuk, de johiszemiien feltételezziik.



Bar tudomasunk szerint Kénignek és Frobeniusnak volt k6zés magyar tanitvdnya
az 1910-es évek elején. Mindazonaltal manapsdag mind Koénig, mind Frobenius
nevét szokds feltiintetni a tétel vonatkozdsaban.

Tekintsiink egy g-szor g-as méretli matrixot, melynek minden eleme vagy nulla
vagy egy betli; a betlik egymdstdl mind kiilénboznek. Kérdezziik, hogy a de-
termindns, mint tobbhatdrozatland polinom, nulla-e, vagy sem. Egy matrix fél-
keriiletén a sorai szdmdnak és oszlopai szamanak Osszegét értjiik.

Konig és Frobenius tétele: Nulla determindns csak gy lehet, ha van egy olyan
csupa nulla elemii almatrix, melynek félkeriilete nagyobb, mint az eredeti matrix
félkeriiletének a fele.

Az vilagos, hogy ha van egy g-ndl nagyobb félkeriiletli almatrix csupa nulldval,
akkor a g-szor g-as determinans csak nulla lehet. A tdrgyalt tétel éppen ennek a
trividlis dllitasnak a megforditasa, és a megforditds mar egydltalan nem trividlis.



A Frobenius—Ko6nig-tételt teljes indukcidval lehet igazolni. A g = 1 eset nyilvan-
valé. A ¢ = 2 eset sem nehéz, bar némi meggondolast igényel. Ennek az esetnek
egy tréfas atfogalmazasa a kovetkezé feladat Konigtél: Ha egy fickban zoknik
vannak egy- vagy tobbféle szinben és egy- vagy tobbféle méretben, és a sététben
kiveszek két zoknit a fickbdl, akkor csak olyan esetben lehetek teljesen biztos
abban, hogy vagy a szinben, vagy a méretben, esetleg mindkettdoben egymadshoz

illik a két zokni, ha vagy csak egyféle szin fordult el6 a fiockban, vagy csak egyféle
méret.

Az 3ltaldnos esetben a bizonyitds kulcsa az indukcids |épés.

A tétel bizonyitdsa: Tekintiink egy konkrét ¢ > 1 szamot, és egy konkrét g-szor
g-as matrixot, melynek nulla a determindnsa. Taldlnunk kell par sort — mondjuk
m darabot — és g+ 1 —m darab oszlopot dgy, hogy az m darabsorésag+1—m



darab oszlop keresztezédésében csupa nulla taldlhaté. Indukcids feltevésként bi-
zonyitottnak vehetjiik Kénig és Frobenius tételét minden kisebb méretii matrixra.
Azt is feltehetjiik a trividlisan kdnny(i esetek kizardsa révén, hogy minden sorban,
minden oszlopban van betii. Feltehetjiik példaul, hogy a matrix bal alsé sarkdban
is betli van, hiszen az oszlopok felcserélése nem vidltoztatja meg a determindns
nulla voltat.

Az utolsé sor szerint kifejtve a determindnst azt kapjuk, hogy az utolsé sor és
az els6 oszlop elhagyasdval kapott (g — 1)-szer (¢ — 1)-es méretii aldetermindns
is azonosan nulla, hiszen a bal alsé sarokban lévé betii egyediil csak ott fordul
eld. Az indukciés feltevés miatt tehat az eredeti matrixban sorok és oszlopos
alkalmas cseréjével a jobb fels6 sarokba rendezheté egy csupa nulla elemekbdl
allé, pontosan q félkeriilet(i almatrix.



Valamely s,t pozitiv egész szamokra tehat az eredeti matrix elsé s soranak és
utolsé t oszlopdnak a keresztezodésében csupa nulla 3ll, és s +t = gq.

|ddig természetes moédon haladt a bizonyitds, de most kell egy j6 Otlet a tovadb-
blépéshez. Az akkor még csak 24 éves Rényi Alfréd levelet irt hazank egyik
legjobb matematikusdnak, Riesz Frigyesnek, 1945.07.05-én, melyben zsenidlisan
fejezte be az indukcids |épést:

Tekintsiik a bal fels6 sarokban az s-szer s-es méretii aldetermindnsot, és a jobb
alsé sarokban a t-szer t-es méretii aldetermindnsot. A két aldetermindns szorzata
az eredeti matrix determindnsa, tehat nulla, ezért vagy a bal fels6, vagy a jobb
alsé aldetermindns is nulla (esetleg mindkett6 az).

Ha az eredeti matrixot transzpondlndnk, és a sorokat is, az oszlopokat is fordi-
tott sorrendbe irnank, akkor a két aldetermindns helyet cserélne (esetleges eld-
jelvaltassal), és az s, t értékek is felcserélddnének. Feltehetjiik tehdt, hogy a bal



felsd aldetermindns nulla. Alkalmazva az indukcids feltevést, van benne s + 1
félkeriiletli csupa nulla almatrix.

Marmost ennek a csupa nulla almatrixnak a sorait az eredeti matrix jobb fels
sarkdban lévd csupa nulla elemekkel megtoldhatjuk, ésigy s+ 1+t =q + 1
félkeriiletli csupa nulla almatrixot nyeriink az eredeti matrixban. Ezzel a bizonyitas
kész.
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