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Tartalmi oOsszefoglalé. A hires Pitagorasz-tételt Piithagorasznak, a két és fél
ezer éve élt filozéfusnak, matematikusnak tulajdonitjak, pedig Kindban, Indidban,
Mezopotdamidban mar régéta ismerték. A tételt kiilonb6zo szintli mélységekben
lehet kimondani és bizonyitani. A jél ismert frazis, hogy a derék haromszégekre
a-négyzet meg b-négyzet az c-négyzet csak olyan leegyszeriisités, mint amikor
Woody Allen 20 perc alatt olvasta el a Haboriu és békét, és csak annyi maradt
meg benne, hogy oroszokrol szol.



A cim magyarazata. Majdnem négy évtizeddel ezel6tt, amikor a szerzd az
Egyesiilt Allamokban egy kurzuson vett részt, melynek Technical Writing volt
a cime, a kedves tandrnd azt tanacsolta: Ha nem tudjuk, hogy mivel érdemes
kezdeni, akkor magyardazzuk meg a cim illetve a tartalmi kivonat meghdkkentd
részleteit.

A j6l ismert matematikai tételt magyarul Pitagorasz névvel illik illetni, holott
kiejtés alapjan taldan Pitagordsz lenne a helyesebb. Ugyanakkor a nevet adé
személyt Piithagorasz vdltozatban szokds leirni magyarul, legaldbbis manapsag.
Nemzetkozileg latin betiis irdssal a Pythagoras valtozat a legnépszeriibb.

Hogyan szo6l a tétel? Ha egy haromszég oldalainak hossza a < b < ¢, akkor
az a? + b? = ¢? egyenléség fenndlldsa egyenértékii azzal, hogy a hdromszég
legnagyobb szége derékszog.



Ez egy Osrégi tétel. Targyi bizonyitékok mutatjdk, hogy Kindban, Mezopotdmi
aban mar joval Piithagorasz el6tt is ismert volt a tétel. Az 6 érdeme az volt, hogy
hirdette azt, és allitélag legeldszor bizonyitotta.

Eukleidész bizonyitasa. Az piros-fehér-z6ld dbra adja a tétel bizonyitdsat. A
kisebbik piros négyzet fele teriiletben megegyezik a z6ld négyzet kisebbik része
felével, mivel a piros és rézsaszinli haromszogek azonos méretii alappal és azonos
méretlli magassagvonallal birnak; hasonlé igaz a sotétzold és vilagoszéld harom-
szogekre is; a rézsaszinli és vilagoszoéld haromszégek pedig egymds derékszogil
elforgatottjai. A nagyobbik piros négyzet teriilete hasonlé indoklds mentén meg-
egyezik a zold négyzet nagyobbik részének teriiletével. Piithagorasz 6ta nagyon
sok mds bizonyitds is keletkezett a tételre. Itt most kettdt mutatunk; az dbrak

magukért beszélnek.









A Pitagorasz-tétel altalanositasai. A kilencedik szdzad legvégén Bagdadban
mikodott egy matematikus, kinek a neve tobb valtozatban is forgalomban van:
Tabit, Thabit, Szabit, Qurra, Kurra. O 4ltalanositotta a Pitagorasz-tételt olyan
valtozatba, amely mai megfogalmazdsban lényegében a koszinusztétel. Tabit
tételének szemléltetésére tekinsiink egy nem hegyesszogii haromszoget, és a leg-
nagyobb szogii csticsabdl indulé szakaszokkal vagjunk le két kisebb, az eredetihez
hasonlé hdaromszoget az dbra szerint. Mdrmost a piros négyzet és a sotétzold
téglalap teriilete megegyezik. Hasonléképpen a rézsaszinii négyzet és a vilagoszold
téglalap teriilete is megegyezik.






De még Tabit elott 8 évszazaddal ismertté valt a Pitagorasz-tétel egy altalano-
sitdsa, a Ptolemaiosz-tétel: TetszOleges, a, b, c oldali haromszog koriilirt kérén,
a c oldal melletti iven vegyiink fel egy pontot gy, hogy annak a c-vel szem-
beni hdromszégcsticstél mért tavolsdga legyen ¢/, az a-val szembeni csticstdl valé
tavolsag legyen a’, a b-vel szembeni csticstdl valé tavolsag pedig b'. Ekkor

aa’ + bb = e

Vilagos, hogy ha a c-vel szembeni csticsndl derékszdg van, és ezen csticsbél indulé
atmérd masik végpontjdn vessziik fel a negyedik csticsot, akkor a = a/, b = ¥/,

C:C/.
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Stewart tétele. A tizennyolcadik szazadbdl szarmazik a kévetkezo tétel:

a’n + b>m = c(mn + d?)

Han=m =d=$, akkor a® + b* = ¢°.



Egy érdekes kdvetkezménye Stewart tételének Egervary Jend kovetkezd tétele a
huszadik szazad kozepérdl: Ha egy haromszog oldalainak hossza x, y, z, sulyvo-
nalainak hossza u,v,w, akkor azon haromszég silyvonalainak hossza, melynek

oldalhosszisagai u,v,w, éppen 3x/4,3y/4,3z/4. Valdban, a

c =2n = 2m = z, d = w szereposztdssal megkapjuk, hogy
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x, b =y,



Hasonléképpen
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Tehat az u, v, w oldald haromszog sulyvonalainak négyzete:
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Egervary tételének egy madsik megfogalmazdsa a kovetkezd: Egy a, b, c oldali

haromszogre jelslje a’ a silypontnak az a oldallal szemkézti csticstél mért tavol-
sdga \/3-szorosat. Ekkor a”’ = a, b =b, ' = ¢



Heron-képlet. Tekintsiik a kovetkezd algebrai azonossagot. Mivel a jobb oldalon
a Heron-képlet szerint az a, b, c oldali haromszog teriilete négyzetének 16-szorosa
van, és mivel derékszégii haromszogre a, b befogdkkal a hdromszog teriilete négy-
zetének 16-szorosa éppen 4a2b?, ezért innen is megkapjuk a Pitagorasz-tételt.

2
4a°b° — (a2+b2 —02)
= (a+b+c)(—a+b+c)la—b+c)(a+b—c)



A gomb felszinén. Regiomontanus taldlta meg a tizenotodik szazad kodzepén,
hogy a gobmb felszinén a Pitagorasz-tétel megfeleldje: cosa - cosb = cosc. Ha a
sorfejtéseket tekintjiik, akkor

a® a*
cosa = 1——+4+——---
¢ > " 2a
b> b
cosb = 1——+ ——
2 24
?
cosc = 1——+ — —
2 24
Mindazoniltal, ha 0 < a, b, c < €, akkor
2 b2_ 2
cosa - cosb — cosc = — + c + O(eh




Bolyai geometridja. A Bolyai-sikon a Pitagorasz-tétel megfeleldje: cosha -
cosh b = cosh c. Ha a sorfejtéseket tekintjiik, akkor

a2 a4
h : 1 —_— [ o o o
cosh a +2+24+
b2 bt
ho = 14+ — 4+ — 4+ ...
COoS +2+24+
(22 C4
he = 14+ — 4+ — ...
cosh c —|—2—|—24—|—

Mindazonaltal, ha 0 < a, b, c < €, akkor

2 b2_ 2
cosh a - coshb — cosh ¢ = = +2 c + O(eh




Szabadkomiivesek. A hires-hirhedt szabadkdmoévesek egyik fontos jelképe a
Pitagorasz-tétel.

Csak taldlgatdsaink lehetnek, hogy miért haszndljdk ezt a szimbdlumot. Az
egyik elmélet szerint, ha egy épitdmesternek sik terepen ki kell jel6Ini egy derék-
szoget, de csak 3 kard és egy hosszu zsineg all rendelkezésére, akkor megteheti
a kovetkezot: A zsinegre egyenletes tdvolsagokban 12 csomét kot dgy, hogy a
legelsét egybekoti a legutolséval, aztdn a 32 4 42 = 52 képlet alapjan a 12



egységnyi keriilet(i hurokkal kitlizhet a 3 karé segitségével egy derékszogii harom-
szoget 3, 4,5 egységnyi oldalakkal. Az Eukleidész-féle bizonyitas pedig felhasznal-
haté arra, hogy tobb téglalap teriiletét szamolgatdsok nélkiil 6sszehasonlithassuk,

hiszen a bizonyitds mentén mindegyik téglalaphoz azonos teriileti négyzet szer-
kesztheto.
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Khioszi Hippokratész holdacskaja. Hamar meggydzddhetiink arrél, hogy az

abran lathaté negyedkor és félkor teriilete megegyezik. Mindazondltal a vonalka-
zott teriiletek is azonos mértékiiek. De végesen nem egymdsba darabolhaték.



Egy frappans bizonyitdas. A kovetkezd bizonyitdst a jelen irds szerzOje még
gimnazista kordaban taldlta ki. A bizonyitds annyira megtetszett Reiman Istvan
tandr trnak, hogy egyik konyvében még publikalta is. Allitas: Kockds papirra nem
rajzolhato pontos szabadlyos haromszdg. Indirekt bizonyitds: Ha az elemi négyze-
tek 2 x 2-es méretiiek, akkor a Pitagorasz-tétel alapjan a szabalyos haromszog
teriilete egész szam lenne, és egydttal egy egész szam +/3-szorosa. De ekkor a
teriilet négyzetében a 3 primtényezd kitevojének pdrosnak is és paratlannak is

kellene lennie.
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