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Matthew Stewart tétele. A tizennyolcadik szazad kézepérdl szarmazik a kovet-
kezb tétel: Egy a, b, c oldali hdromszég c oldalan vegyiink fel egy pontot gy,
hogy annak a c oldallal szembeni csticstol mért tavolsaga d, az a-val illetve b-vel
szembeni csticsoktol mért tavolsdg pedig m illetve n. Ekkor fennadll a kbvetkezo:

a’n + b’>m = (d?> + mn)(m + n)



Han =m =d = % akkor a2 + b2 = 2. A tétel tehat a Pitagorasz-tétel
altaldnositasa.

Egy érdekes kovetkezménye Stewart tételének Egervary Jen6 kévetkezd eredménye
a huszadik szdzad kozepérol: Ha egy hdaromszég oldalainak hossza x, vy, z, stly-
vonalainak hossza u, v, w, akkor azon haromszég stilyvonalainak hossza, melynek
oldalhosszisagai w,v,w, éppen 3x/4,3y/4,3z/4. Valéban, a = z, b = vy,
c=2n =2m = z, d = w szereposztdssal Stewart tételébol megkapjuk, hogy
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Hasonléképpen
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Tehdt az u, v, w oldald hdromszog sulyvonalainak négyzete:
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illetve hasonléan 922/16, 9y°/16.

Egervary tételének egy mdsik megfogalmazdsa a kovetkezé: Egy a, b, c oldalu
haromszogre jelslje a’ a silypontnak az a oldallal szemkézti csticstél mért tavol-

sdga v/3-szorosit. Ekkor a’ = a, b = b, ¢’ = ¢, hiszen o’ éppen (2/\5)—



szorosa az a-t felezd sulyvonal hosszanak, és igy a fentiek alapjan
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és hasonloképpen
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Mindazonaltal
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és hasonléképpen ()% = b2, (c



A fentiek szerint tehat
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Erdekesség, hogy a? + b? = ¢? esetén ¢’ = ¢//3.

Egervary-féle dudlis haromsz6g. Egy a, b, c oldald haromszog Egervary-féle
dudlisanak nevezziik az a’, b’, ¢’ oldali haromszéget.

A fentiek alapjan nyilvanvalé, hogy egyenlé oldald haromszég dudlisa 6nmaga,
tovdabbd a < b < ceseténa' > b >, a =b < cesetén a/ = b > ¢,
a <b=cesetén a’ > b = /. Koévetkezésképpen egyenlé sziri hiromszog
dudlisa is egyenl6 szari, tovabba ha a szdrak kozt 60°-nal nagyobb szog volt,



akkor a dudlisban 60°-ndl kisebb szdg lesz, ha a szarak kozt 60°-nal kisebb szog
volt, akkor a dudlisban 60°-nal nagyobb sz6g lesz.

Ha egy haromszoget a A-szorosara nagyitunk, akkor a dudlis haromszog is a A-
szorosdra nagyitédik. Tehat az eredeti haromszog szégei meghatdrozzak a dualis
hdromszog szogeit is.

Egyenloszari haromszogek dualisa. Jelolje egy egyenld szard haromszégben a
szdrak kozti szog koszinuszat k, a dudlis hdromszogben pedig k*. A tovabbakban
Osszefiiggést keresiink k és k™ kozott. A fentiek alapjdn tudjuk, hogy ha k = %
akkor k* = 3, ha k < 3, akkor k* > 3, k < 3, akkor k* > 3. Mivel dulis
dudlisa az eredeti, az altaldnossdg korlatozdsa nélkiil feltehetjiik, hogy k£ < %
Tehdt a = b < ¢. A koszinusztétel miatt ¢ = (2 — 2k)a®. Hasonléképpen



c’)2 = (2 — 2k*) (a’)z. Az 4ltalanossdg korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy
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Azt nyerjiik tehat, hogy 2528 = (2 — 2k*) - 2 azaz 5k + 5k* = 4 + 4kk*,
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Ha derékszogii koordindtarendszerben dbrdzoljuk k és k™ Gsszefiiggését, akkor
egy olyan hiperbolaivre jutunk, melynek a szimmetriatengelye a k = k™ egyenletii



egyenes. A szimmetriatengely és a hiperbolaiv metszéspontja az egyenld oldald
haromszognek felel meg.




Tehat ha ismerjiik k és k™ barmelyikét, mindkét haromszog Gsszes sz6gét meg
tudjuk hatdrozni. Az a, a, c oldaltd haromszogben az a és a c oldalak altal bezart
szOg koszinuszdt s-el jelélve a hdromszog egyenlészard mivoltdbdl azt nyerjiik,
hogy k = 1 —2s2, amibsl s = /(1 — k)/2. A dualis haromszogben pedig az o’
és a ¢/ oldalak dltal bezart szé6g koszinusza:

¢<1_k>'<)/2:J1‘3“5*11z :\/_”’“

2 10 — 8k
Talan érdemes kiilon megvizsgalni az egyenlOszari derékszogli hdromszog esetét.
Itt £k =0 és s = 1/\@ tehdt k* = 4/5, és a dudlis haromszégben a masik két
sz6g koszinusza: 1/+/10. Fokokban mérve a dudlis haromszog szogei kozelitdleg
36°52' illetve 71°34’ nagysaguiak. Valéban 36°52" + 2 - 71°34 = 180°.

Duadlis haromszog teriilete. A jelen dolgozat fotétele kovetkezik: Minden
haromszég teriilete megegyezik a dudlis haromszog teriiletével.



A bizonyitdshoz felhaszndljuk a Héron-képlet ezen valtozatat: Ha egy hdaromszog
oldalai 2v/A, 2+/B, 2v/C, akkor a teriiletének a négyzete: (A + B + C)? —
2A%2 —2B?% - 2C?.

Marmost a 2V A, 2vB, 2v/C oldali hiromszég dudlisanak oldalai a fentiek
szerint:
, \/2B+20—A o \/2C+2A—B o \/2A+ZB—C
3 ' 3 ' 3
Tehat a dudlis haromszog teriiletének a négyzete:
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= (A+ B+ C)?—24%2 —2B? —2C?



Ezzel a bizonyitdst befejeztiik.

Derékszogii haromszogek dudlisa. Dolgozatunk legvégén visszatériink a derék-
sz6gli haromszogekre. A fentiek alapjan kimondhatjuk, hogy egy derékszogii
haromszog dudlisa olyan haromszog lesz, melynek legrévidebb oldala az eredeti
haromszog atfogdjanak 1/+/3-szorosa lesz, az ehhez a legrévidebb oldalhoz tar-
tozé magassag pedig az eredeti hdromszogben az dtfogéhoz tartozé magassdagnak
a V/3-szorosa lesz. A dudlis haromszogben a legrovidebb oldalon 1évé nagyob-
bik szo6g koszinuszat pedig az eredeti derékszogli haromszog legkisebb szogének
t tangensébdl a kovetkezO0 médon hatarozhatjuk meg: Nyilvdan ¢t < 1. Az ere-
deti derékszogli haromszog hosszabbik befogdjat b-vel jeldlve a rovidebbik befogd
nyilvdn a = tb, az dtfogé pedig ¢ = v/1 — t2b. Mindazoniltal

, 4 +t2 /1442, /14 ¢2
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lgy a koszinusztétel alapjdn a keresett szo6g g koszinuszara azt kapjuk, hogy

A+ 1442 1442 \/1—|—4t2 1+ t2
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Tehat specidlis esetént megkapjuk, hogy egy derékszogii haromszog dualisa akkor

és csak akkor lesz derékszogli haromszég, ha t = \% azaz a befogék ardnya

éppen V2. Mindazondltal az 1, v/2 , /3 oldald haromszég dudlisdnak oldalai:
V3, V2, 1.

q

Egy nyitott probléma. Vajon minden fix k-ra, melyre —1 < k < L \etezik-



e olyan ondudlis hdromszég, melyben az egyik sz6g koszinusza éppen k 7 A

fentiekben a k = 0és a k = % eseteket tisztaztuk. A k = —% eset is rendben

van, hiszen az 1, 2, V7 oldali, 120°-o0s sz6gl haromszog dudlisa \ﬁ, 2,1 oldalu.
Még a k = cos 108° esetben is taldltunk 6ndudlis haromszoget

4
b = \/38—2\/§+\/§—1z7.0264,
¢ = 2\/18—2\f5+ (\/E— 1) /38 — 2v/5 ~ 9.0062
oldalakkal.




