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Tétel. Legyen A0A1 � � �A13 egy szabályos 14-szög, ahol A0 és A7 távolsága 2
egységnyi. Ekkor minden n egész számra A0A2n1 + A0A

2n
3 + A0A

2n
5 is egész

szám. Például n = 1 esetén 5, n = 2 esetén 13, továbbá n = �1 esetén 6.



Bizonyítás. Jelölje A0A2n1 +A0A
2n
3 +A0A

2n
5 értékét an. Legyen u = cos �7 +

i sin �7 . Világos, hogy u
7 = �1, és hogy a komplex számsíkon k = 0; 1; 2; � � � ; 13

esetén Ak és u
k egymással azonosítható. Így k = 1; 3; 5 esetén

A0A
2
k =

�
uk � 1

� �
u14�k � 1

�
= u14 � uk � u14�k + 1 = 2� uk + u7�k

Az egyszer½ubb jelölések érdekében használjuk a p; q; r bet½uket: p = 2�u+u6 �
0:198, q = 2� u3 + u4 � 1:555 és r = 2 + u2 � u5 � 3:247.

Mármost

a0 = A0A
0
1 +A0A

0
3 +A0A

0
5 = p

0 + q0 + r0 = 1 + 1 + 1 = 3



és

a1 = p+ q + r

=
�
2� u+ u6

�
+
�
2� u3 + u4

�
+ (2 + u2 � u5)

= u6 � u5 + u4 � u3 + u2 � u+ 1 + 5

=
1� (�u)7

1� (�u)
+ 5 = 5



Továbbá

a2 = p2 + q2 + r2

=
�
2� u+ u6

�2
+
�
2� u3 + u4

�2
+ (2 + u2 � u5)2

= u12 + u10 + u8 � 6u7 + 5u6 � 4u5 + 5u4 � 4u3 + 5u2 � 4u+ 12
= �u5 � u3 � u+ 6 + 5u6 � 4u5 + 5u4 � 4u3 + 5u2 � 4u+ 12
= 5u6 � 5u5 + 5u4 � 5u3 + 5u2 � 5u+ 5 + 13

= 5 � 1� (�u)
7

1� (�u)
+ 13

= 13

A fetiekb½ol megkapjuk, hogy

pq + qr + rp =
a21 � a2
2

=
52 � 13
2

= 6



Kiszámíthatjuk továbbá a következ½ot:

pqr =
�
2� u+ u6

� �
2� u3 + u4

�
(2 + u2 � u5)

= �u15 + u14 + u12 � 3u11 + 3u10 � 5u9 + 4u8 � u7

+9u6 � 8u5 + 6u4 � 6u3 + 4u2 � 4u+ 8
= �u+ 1� u5 + 3u4 � 3u3 + 5u2 � 4u+ 1

+9u6 � 8u5 + 6u4 � 6u3 + 4u2 � 4u+ 8
= 9u6 � 9u5 + 9u4 � 9u3 + 9u2 � 9u+ 9 + 1

= 9 � 1� (�u
7)

1� (�u)
+ 1 = 1

A fentiekb½ol következ½oen p, q, r a következ½o harmadfokú polinom három külön-



böz½o valós gyöke:

f(z) = (z � p)(z � q)(z � r)
= z3 � (p+ q + r)z2 + (pq + qr + rp)z � pqr
= z3 � 5z2 + 6z � 1

Ezekb½ol adódóan a z = p, a z = q és a z = r esetben is fennáll tetsz½oleges
egész n-re, hogy

zn+3 = 5zn+2 � 6zn+1 + zn

Tehát

an+3 = 5an+2 � 6an+1 + an+3
an�3 = 6an�2 � 5an�1 + an



Fent láttuk, hogy a0 = 3, a1 = 5, a2 = 13, tehát teljes indukcióval megkapjuk,
hogy minden egész n-re an egész szám. Például a�1 = 6a0 � 5a1 + a2 =

6 � 3� 5 � 5 + 13 = 6. Ezzel a bizonyítást befejeztük.


