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Bevezeto

Nem ismeretlen a paralelogramma-tétel ([5]-[8]):
" Az oldalak négyzetiosszege megegyezik az atlok négyzetiosszegével." (*)

([4]-ben csak altaldnositasa vektorokra taldlhato).
Egyediil [5] emliti meg, hogy a tétel megforditasa is igaz: (*) csak
paralelogrammékra igaz, de ennek bizonyitdsdt nem taldltam [3]-[10] -ben.

Jelen cikkben a (*) tétel megforditdsat bizonyitjuk. Mivel [2] szerint a
koszinusztétel kimondédsahoz és bizonyitasdhoz minddssze csak a cos («) fiigg-
vény elemi definiciéja (0° < o < 90°) sziikséges, ezért aldbbi felhasznaldsa is
eleminek tekintheto.

[7] -ben (*) -ot csak a Pitagorasz tétel felhasznéldsdval bizonyitjak, az
érdekl6dd Olvascknak ajanluk még az érdekes [1] cikket is.

Megemlitjiik még, hogy [5], [6] -ban a (*) tsszefiiggés kovetkezd dltaldnosité-
sa taldlhato, bizonyitds nélkiil:

" Tetszbleges négyszogben az oldalak négyzetiosszege = az Gtlok négyzetosszege
+ 42%, ahol = az Gtlok felezbpontjait dsszekits szakasz hossza." (**)

Ennek bizonyitdsat kovetkezo cikkiinkben tervezziik kozzétenni.

Megemlitjiik még Ptolemaiosz tételét és egyenldtlenségét ([9]-[11]),
mint (*) egy mdsik &dltaldnositédsét.



Egy elemi bizonyitas

Jelolje e az &tlok szogét, & := 180° — e (0° < & < 90° < & < 180°), az
atlok pedig osszak fel egymadst e , ey illetve f; , fo szakaszokra.

A (*) tétel megforditdsat bizonyitjuk, tehdt az
a2+b2+02+d2:€2+f2 (1)
vagyis az
a2+b2+02+d2=(€1+€2)2+(f1+f2)2 (2)
feltételbdl kell igazolnunk, hogy a négyszog paralelogramma.

A koszinusztétel [2] szerint
a’? =e? + f2 — 2e; ficos (),
b = fE+ €3+ 2exfy cos (e) ,
¢t =3+ f§ — 2eafocos (e) ,
d* = f3 + i + 2e1 facos (¢) ,
Osszeadva:

@’ +0++d? =2(ef + f{ + e+ fF)+2cos (e)-(erfoteafi—erfi—eafo) =

3



=2(e2+ fl+ei+ f2)+2cos(e) - (e1 —e2) (fo— f1) »
a feltétellel osszevetve (hiszen e = ey +eg és f = f1+ fo ) :
(14 e2)’+(fi + f2)? =2 (e} + f2 + €3+ f3)+2cos (e)-(e1 — e2) (fo — f1)
kapjuk:
2e169+2f1fa =€l + i+ €5+ f2+2cos(e) - (e1 —ea) (fa— f1),

dtrendezve:
0=(e1—e2)’+ (f2— f1)" +2cos () - (e — €2) (fo — f1) -

Amennyiben (e; — es) vagy (fo — f1) valamelyike nulla, akkor a mésik is
nulla kell, hogy legyen, vagyis az atlok felezik egymadst, a négyszog valéban
paralelogramma.

Ha e; # ey és f1 # fo, akkor vezessiik be az u :=e; — ey és v =: fo — fi
jeloléseket (vigydzat, u és v negativ is lehet!) :

0=u?*+0v?+2cos(e) uv / T uwv
azaz:

OIE—FE—FZCOS(é).
(% u

Tudjuk, hogy *+ 2 < -2 wvagy *+2>2, tehdta fenti egyen-
16ség csak akkor teljesiilhet, ha |u| = |v|  (azaz |e; —es| = |fo — fi]) és
cos () = 1.

Feltettiink, hogy ¢ < 90°, tehdt csak ¢ = 0° lehet, vagyis a négyszog
elfajulo. FEz esetben v = —u , azaz v = fo — f1 = ey — ey, vagyis fo =
fi+tveése =e +v. "Csukjuk ossze" az dbrat az atlok metszéspontja
koriil, ekkor a = fi—e1 = fo—ea=c, b=fitea=fi+tv+e =d,
vagyis a négyszog most elfajulé paralelogramma.
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