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Tartalmi Osszefoglalé. A dolgozatban Lovdsz Laszlé egy régi feladatanak (j
megolddsait tekintjiik.

Motivacié. A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok (réviden K6Mal) 2021
decemberében tiizte ki a kdvetkez6 feladatot a legnehezebbnek véltek kdzott [2]:
Adott a sikon 666 kiilbnbézd pont gy, hogy nem fedhetdk le 10 darab egyenessel.



Bizonyitando, hogy ekkor kivdlaszthato koziiliik 66 pont dgy, hogy mdr azok
sem fedhetok le 10 darab egyenessel. A feladat oOtlete Lovasz Laszlo egy régi
rejtvényébdl szarmazik, de nincs tudomdsunk arrdél, hogy rajta kiviil barki meg
tudta volna oldani [1]: Egy H sikbeli halmaz azzal a tulajdonsaggal rendelkezik,
hogy barmely (k+2)(k+1)/2 pontjahoz van k egyenes, mely ezeket a pontokat
tartalmazza. Bizonyitando, hogy van k egyenes, mely a halmaz 6sszes pontjat
tartalmazza. Vilagos, hogy a KoMalL feladata a kK = 10 esetnek felel meg.

A feladat atfogalmazasa. Legyen k egy tetszdleges nemnegativ egész szam, és
legyen n egy olyan pozitiv egész szam, melyre n > (k+2)(k+1)/2. Tekintsiink
egy olyan n-elemii ponthalmazt a sikon, mely nem fedheté le £ darab egyenessel,
de barmely valddi részhalmaza mar lefedhetd k darab egyenessel. Jeloljon Hj.
egy ilyen halmazt. Allitjuk: semmilyen k-ra nem létezik ilyen Hj. halmaz.



Trividlis esetek. A k = 0 esetben Hy olyan legalabb 2-elemii halmaz lenne,
aminek minden valédi részhalmaza nulla darab egyenessel lenne lefedhetd. Ez
természetesen lehetetlen. A kK = 1 esetben H7 olyan, legaldbb 4-elemii halmaz,
melyben nincs minden pont egyetlen egyenesen, de barmely hdrom mar egy-egy
egyenesre felflizhetd. Nyilvdanvalé itt is a lehetetlenség.

Egy kOnnyii eset. A k£ = 2 esetben H»> olyan legaldbb 7-elemii halmaz, mely
nem fedhetd le két darab egyenessel, de barmely valédi részhalmaza mar igen.
Tekintsiink egy olyan £ egyenest, amely a lehet6 legtdbb, nevezetesen nq darab
pontot tartalmaz a Ho halmazbdl, de még azt is tegyiik fel, hogy valamely masik
egyenessel £1 a Ho halmazbdl n — 1 darab pontot lefed. Tekintsiink egy olyan
¢> egyenest is, amely a lehet6 legtobb, nevezetesen no darab pontot tartalmaz
a H>\/1 halmazbdl. Nyilvan nq{ +np =n—1 > 6 és ny > npy > 2. Eldszor
megvizsgaljuk az no = 2 esetet. Ekkor ni = n — 3 > 4. Jelolje Py a HyN¥q



halmaz egy tetszdleges elemét. Vegyiik észre, hogy ekkor a Ho\{P;} halmaz két
egyenessel val6 lefedéséhez kell egyrészt az £1 egyenes, mdasrészt kell egy olyan
egyenes is, mely az £1 U¥y altal kihagyott Ho-beli pontot tartalmazza, de ez a két
egyenes egyiitt is csak legfeljebb egy pontot tartalmazhat a (H2\¥#1) N¥y halmaz
két pontja koziil. Ez az ellentmondds azt jelenti, hogy n1 > no > 3. Jeldlje P>
a (Ho\#¢1) N ¥y halmaz tetszéleges elemét. Most pedig vegyiik észre, hogy ekkor
a H>\{P>} halmaz két egyenessel val6 lefedéséhez kell egyrészt az 1 egyenes,
mdsrészt kell egy olyan egyenes is, mely az £1 U £5 altal kihagyott Hy-beli pontot
tartalmazza, de ez a két egyenes egyiitt is csak legfeljebb egy pontot tartalmazhat
a ((Ho\¢1) N¥p) \{P>} halmaz legaldabb két pontja koziil.

A tovabbi esetek. A tovdbbiakban tehat feltehetjiik, hogy k > 3. Ha létezik
Hj., akkor vilagos, hogy minden széba jovO egyenesnek legaldbb két pontja Hp-
beli. Mivel véges sok ilyen egyenesiink van, ezért felvehetiink egy olyan ko-
ordinatarendszert, melyben egyik egyenes sem megy at az origdén, ezért mindegyik



egyenes egyenlete ax + by + 1 = 0 alakd valamely alkalmas a, b valés szamokra.
Az Osszes lehetséges moédon vegyiink k darab egyenest, és ezekre tekintsiik az
ax + by + 1 polinomok szorzatat. igy olyan p(x,y) polinomokat nyeriink, melyek
mindegyike £y alaki monomok linedris kombinacidja, ahol k, A € {0,1,...,k}
és k + A < k. llyen monom &sszesen (k 4+ 2)(k 4+ 1)/2 < n darab van, tehat
nem létezhet a p(x,y) alakd polinomokbdl n darab linedrisan fiiggetlen, tehat n
darab ilyen polinom kozétt kell, hogy legyen legalabb egy olyan, ami a tobbiek
linedris kombinacidja.

A Hj, halmaz tetszéleges () elemére tekintsiik a Hp\{Q} halmazt lefedé k darab
egyenesre értelmezett py(x, y) polinomot. Van tehat olyan R € Hy, pont, melyre
pr(x,y) linedris kombindcidja a po(z,y), Q@ € Hp\{R} polinomoknak. Az
altaldnossdg korlatozdsa nélkiil feltehetjiik, hogy az R pont koordindtdi x = 1
és y = 1. Tehdt pr(1,1) # 0, de po(1,1) = 0, Q@ € Hp\{R} Ezaz
ellentmondds mutatja a Hj halmaz létezésének lehetetlenségét.



A fenti bizonyitds kulcsttletét a KoMal dltal kdzolt bizonyitasbdl vettiik [3].
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