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Ajanlas. Ajanljuk ezt az irast Hajdu Endre tiszteletére, aki felkeltette az érdek-
|6désiinket a téma irdnt.

Tartalmi 6sszefoglalé. Tekintsiink egy egységnyi teriileti szabdlyos haromszoget
és annak a belsejében egy pontot, majd a ponthoz tartozé talpponti haromszéget.
Egy alkalmas pontbdl kicsinyitsiik le az eredeti szabdlyos haromszéget tgy, hogy a
talpponti haromszogbe beirt hdromszéget kapjunk. A kicsi szabdlyos hdromszog
teriilete éppen a négyzete lesz a talpponti hdromszogének.



A téma indokoltsaga. Az elmilt évben Hajdu Endre publikidlt par allitast, és
azok koziil néhdnyra bizonyitdst is kozolt. Ezen allitasok egyike adta a jelen
dolgozat indittatdsat.

Bevezetés. Tekinsiink a derékszogii koordindtarendszerben egy olyan szabalyos
haromszoget, melynek a belsejében taldlhaté az O origd, a teriilete egységnyi, és
az egyik oldala parhuzamos az y-tengellyel és az x-tengelyt annak negativ felén
metszi. Jeldlje 2u, 2v, 2w az origénak az oldalaktél mért tavolsiagat dgy, hogy a
—1/+/3 irdnytangensii oldaltél mért tavolsdg legyen 2u, a 1/+/3 irdnytangensi
oldaltél mért tdvolsdg pedig legyen 2w. Viviani ismert tételébdl tudjuk, hogy a
szabalyos haromszog teriilete: (2u + 2v + 2w)? /+/3; tehdt u+v+w = v/3/2.






A szabdlyos haromszog csicsait pozitiv koriiljaras szerint jeldlje A, B, C' ugy, hogy
B és C' legyen az x + 2v = 0 egyenletii egyenesen. A talpponti hdromszoégnek
a BC oldalon Iévd cslicsat jelolje Ag; koordinatdzva ez (—2wv;0). A talpponti
haromszognek az AB oldalon 1évd csiicsat jelslje Cg; koordingtazva ez (u; v/3u).
A talpponti haromszégnek a C A oldalon 1évé csiicsat jel6lje Bp; koordinatazva ez
(w; —v/3w). Konnyen lathaté, hogy az AgBgCy talpponti hdromszog teriilete:
V3 (uwv + vw + wu). Azt kell tehdt megmutatnunk, hogy a talpponti harom-
szogbe irhatd, az eredeti hdromszoggel egydllasi szabdlyos haromszog teriilete
éppen ennek a négyzete, azaz 3 (uv + vw —|—wu)2. A kicsi szabalyos hdrom-
sz6g cslcsait jelolje A’, B’ C’ dgy, hogy az A-hoz legkdzelebbi csics A’, a
B-hez legkézelebbi B/, a C-hez legkszelebbi C’. Az A’ B'C’ haromszdg oldals-
nak hosszat jeldlje 2a.

Szamoldsok. Az A’ pont valamely )\, p pozitiv szamokra A + 4 = 1 mel-
lett felirhaté ABg+ 1Co alakban; koordindtdzva ()\w + pu; —vV/3 w + \@,uu)



Mivel B’ = A’ 4+ (—+/3a; a), ezért koordinatazva

B' = ()\w—l—,uu—\@a; —\/§Aw—l—\f3,uu—|—a>

Ismeretes, hogy hdarom pont, nevezetesen (xq;yg), (x1;y1) és (x2;yo), akkor
van egy egyenesen, ha

_330 1 332_
det | yo v1 y2 | =0
1 1 1

Alkalmazzuk ezt az Ag, B’, Cy pontokra:

—2v Aw + pu — v/3a U
det 0 —V3Bl\w+ \@,uu +a +3u =0
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Marmost A + p = 1 miatt leegyszeriisités utan

V3 (uwv 4+ vw 4+ wu) A = a(2u + v)

A jeloléseink szimmetridja révén azt is megkapjuk, hogy

V3 (uv + vw + wu) p = a(2w + v)

A két egyenlet 6sszeaddsdval a = %(uv + vw + wu), tehat a beirt szabalyos
haromszog teriilete valéban

3 2
%(2- V3 (w + vw + wu))” = 3 (wv + vw + wu)?

Megjegyzések. Koénnyen lathaté, hogy minden olyan szabalyos hdaromszog teriilete,
melybe az AgBgCy haromszég (egybevagdsdggal) beirhatd, legfeljebb egységnyi.



Tehat ABC a lehet6 legnagyobb szabdlyos haromszég AgBgCp koriil. A fentiek-
b&l az A’ pont poziciéjara vonatkozéan azt is megkaptuk, hogy a BgCp szakaszt
(2w + v) : (2u + v) ardnyban osztja. Szimmetria okdn a B’ pont a CpAg
szakaszt (2u + w) : (2v + w) ardnyban osztja, és a C’ pont a AgBg szakaszt
(2v+u) : (2w +w) aranyban osztja. Igy az A’ B’C’ haromszég megszerkesztése
is konnyen elvégezhetd, ha adott az AgBgCp hdaromszog.
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