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Ajánlás. Ajánljuk ezt az írást Hajdu Endre tiszteletére, aki megkezdte a témakör
vizsgálatát.

Tartalmi összefoglaló. Pár hónapja Hajdu Endre kérdezte a háromszögbe be-
írható legkisebb szabályos háromszöget. Ha minden szög legfeljebb 120�-os,
meghatározzuk a legkisebb beírt szabályos háromszög helyzetét, megmutatjuk
a szimmetriáit, és kifejezzük a méretét az eredeti háromszög oldalhosszúságaiból.
Meghatározzuk továbbá azt is, hányszorosása növekszik a beírt szabályos három-
szög mérete, ha a minimálishoz képest 30�-kal elforgatjuk akár balra, akár jobbra.

Bevezetés. A szokásos módon jelölje pozitív körüljárás szerint A;B;C egy
adott háromszög csúcsait, a; b; c a háromszög oldalainak hosszát. Feltesszük,



hogy a háromszög mindegyik szöge legfeljebb 120�-os. Jelölje O a háromszög
izogonális pontját. A q pozitív számot és az u; v; w nemnegatív számokat úgy
választjuk meg, hogy OA = 2uq, OB = 2vq, OC = 2wq és u + v + w = 1

2
teljesüljenek. Legyen t egy rögzített valós szám. A BC oldalon úgy vesszük fel
az At pontot, hogy BAt = ((1� t)u+2v)a legyen. A CA oldalon úgy vesszük
fel a Bt pontot, hogy CBt = ((1 � t)v + 2w)b legyen. Az AB oldalon úgy
vesszük fel a Ct pontot, hogy ACt = ((1� t)w+ 2u)c legyen. Legyen továbbá
h = 2

p
3 (uv + vw + wu) q.

Számítások a beírt szabályos háromszögekre. Az ábrán a t = 0 eset látható.

Tétel 1. AtBt = BtCt = CtAt = h
r
1 + t2

3 .

Bizonyítás. Felveszünk egy derékszög½u koordinátatrenszert, az O pontot az
origóval azonosítjuk, és a sík minden P pontját azonosítjuk az

��!
OP vektorral. Ha





P és Q pontok, akkor P � Q az
��!
OP és

��!
OQ vektorok skalárszorzatát jelöli, és

P � P helyett a P 2 jelölés is használatos, továbbá
��!
QP = P � Q hosszát (azaz

a vektor abszolút értékét) egyszer½uen csak PQ-nak írjuk. Szimmetria okán elég
bizonyítanunk, hogy A0B0 = h. Ha u > 0, akkor legyen U = 1

uA. Ha v > 0,
akkor legyen V = 1

vB. Ha w > 0, akkor legyen W = 1
wC. Ha uvw = 0, akkor

az el½obbi de�níciókból U , V , W egyike kimarad; ez esetben a kimaradó pontot
de�niáljuk azáltal, hogy U + V +W = 0. Vegyük észre, hogy minden esetben
U2 = V 2 = W 2 = 4q2, U + V +W = 0, U � V = V �W = W � U = �2q2.
A de�níciókból következ½oen

At �Bt
= (u(1� t) + 2w)vV + (u(1 + t) + 2v)w(�U � V )

�(v(1� t) + 2u)w(�U � V )� (v(1 + t) + 2w)uU
= (1� t) (uv + vw + wu)V � (1 + t) (uv + vw + wu)U
= (uv + vw + wu) ((1� t)V � (1 + t)U)



Így

(AtBt)
2

= (uv + vw + wu)2 ((1� t)V � (1 + t)U)2

= (uv + vw + wu)2 ((1� t)2V 2 + (1 + t)2U2 � 2(1� t2)V � U)
= (uv + vw + wu)2 ((1� t)24q2 + (1 + t)24q2 � 2((1� t2)(�2q2))

= (uv + vw + wu)2 (12 + 4t2)q2 =

 
1 +

t2

3

!
h2

Szimmetria okán ugyanez az eredmény (BtCt)
2 és (CtAt)

2 esetében is. �

Tétel 2. Az A0B0 szakasz mer½oleges W -re, és hasonlóképpen B0C0 mer½oleges
U -ra, C0A0 mer½oleges V -re.



Bizonyítás. Szimmetria okán elég annyit bizonyítani, hogy (A0�B0) �W = 0.
Mivel W = �U � V , ezért

A0 �B0
= (u+ 2w)vV + (u+ 2v)wW � (v + 2u)wW � (v + 2w)uU
= (uv + vw + wu)(V � U)

Így elég azt belátni, hogy

(V � U) �W = V �W � U �W =
�
�2q2

�
� (�2q2) = 0

�

Tétel 3a. Az
���!
A1B1 = B1�A1 vektor egyirányú a U vektorral, és hasonlóképpen

a
���!
B1C1 = C1�B1 vektor egyirányú a V vektorral, az

���!
C1A1 = A1�C1 vektor

egyirányú a W vektorral.



Bizonyítás. Szimmetria okán elég az els½o állítást bizonyítani. Mármost

B1 �A1
= 2uwW + (2v + 2w)uU � 2wvV � (2u+ 2v)wW
= 2u(v + w)U � 2vw(V +W ) = 2u(v + w)U � 2vw(�U)
= 2(uv + vw + wu)U

�

Következmény 1a. A fenti tételek szerint az A1B1C1 háromszög úgy kapható
meg az A0B0C0 háromszögb½ol, hogy az utóbbit balra forgatjuk 30�-kal, és
közben az oldalát felnagyítjuk a

�
2=
p
3
�
-szorosára. �



Tétel 3b. Az
�����!
A�1B�1 = B�1 � A�1 vektor egyirányú a �W vektorral, és

hasonlóképpen a
�����!
B�1C�1 = C�1 � B�1 vektor egyirányú a �U vektorral, az�����!

C�1A�1 = A�1 � C�1 vektor egyirányú az �V vektorral.

Bizonyítás. A fordított körüljárású háromszögre vonatkoztatott szimmetria okán.
�

Következmény 1b. A fenti tételek szerint az A�1B�1C�1 háromszög úgy
kapható meg az A0B0C0 háromszögb½ol, hogy az utóbbit jobbra forgatjuk 30�-
kal, és közben az oldalát felnagyítjuk a

�
2=
p
3
�
-szorosára. �

A fenti két következményt úgy is értelmezhetjük, hogy amikor a beírt szabályos
háromszög az A0B0C0 helyzethez képest akár balra, akár jobbra fordul a derék-
szög harmadával, akkor a területe pontosan a harmadával növekszik. Mikor a for-
dulás közben a csúcsok konstans sebességgel mozognak, akkor a területnövekedés
mértéke konstans gyorsulás szerinti.



A legkisebb beírt szabályos háromszög mérete az ereteti háromszög oldala-
ival kifejezve. Közismert tény (megtalálható például Krarup és Roos hivatkozott
cikkében is), hogy

2(AO +BO + CO)2 = a2 + b2 + c2 +
p
12T

ahol T jelenti az ABC háromszög területét. Mármost egyrészt világos, hogy

T = 2(uv + vw + wu)q2 =
hqp
3

másrészt a Heron-képletb½ol

16T 2 = 2(a2b2 + b2c2 + c2a2)� (a4 + b4 + c4)

Ugyanakkor

AO +BO + CO = 2uq + 2vq + 2wq = q



Tehát

6(a2b2 + b2c2 + c2a2)� 3(a4 + b4 + c4) = 48T 2

= 16h2q2 = 8h2(2q2) = 8h2(a2 + b2 + c2 +
p
12T )

Tekintettel arra, hogy miközben t befutja a valós számegyenest, aközben At
befutja az egész BC egyenest, és minden egyes At ponthoz legfeljebb egy beírt
szabályos háromszög illeszkedhet. A fentiek alapján megkapjuk tehát a következ½o
tételt:

Tétel 4. Az a; b; c oldalú ABC háromszögbe beírható legkisebb szabályos
háromszög A0B0C0, mely oldalának hossza

h =

p
6 Tq

a2 + b2 + c2 +
p
12 T

, T =

q
2(a2b2 + b2c2 + c2a2)� a4 � b4 � c4

4



�
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