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Beirt szabdlyos haromszég minimalizdlasa

Hujter Mihaly

Ajanlas. Ajanljuk ezt az irdst Hajdu Endre tiszteletére, aki megkezdte a témakor
vizsgdlatat.

Tartalmi oOsszefoglalé. Par hénapja Hajdu Endre kérdezte a haromszégbe be-
irhaté legkisebb szabdlyos hiaromszéget. Ha minden szog legfeljebb 120°-os,
meghatdrozzuk a legkisebb beirt szabdlyos haromszog helyzetét, megmutatjuk
a szimmetridit, és kifejezziik a méretét az eredeti hdromszog oldalhosszisagaibdl.
Meghatdrozzuk tovdbbd azt is, hdnyszorosdsa névekszik a beirt szabdlyos harom-
sz0g mérete, ha a minimalishoz képest 30°-kal elforgatjuk akar balra, akar jobbra.

Bevezetés. A szokdsos médon jel6lje pozitiv koériiljaras szerint A, B, C' egy
adott hdromszdg cslcsait, a, b, c a haromszog oldalainak hosszat. Feltessziik,



hogy a haromszég mindegyik szoge legfeljebb 120°-0s. Jeldlje O a haromszog
izogonadlis pontjat. A g pozitiv szdmot és az u, v, w nemnegativ szamokat ugy
valasztjuk meg, hogy OA = 2uq, OB = 2vq, OC =2wqg ésu+ v+ w = %
teljesiiljenek. Legyen t egy rogzitett valés szam. A BC' oldalon dgy vessziik fel
az A; pontot, hogy BA: = ((1 —t)u+ 2v)a legyen. A C'A oldalon (gy vessziik
fel a Bt pontot, hogy CB; = ((1 — t)v + 2w)b legyen. Az AB oldalon dgy
vessziik fel a Ct pontot, hogy AC: = ((1 — t)w 4 2u)c legyen. Legyen tovabb3

h = 2v/3 (uwv + vw + wu) q.
Szamitdsok a beirt szabalyos haromszogekre. Az dbran a t = 0 eset lathato.
Tétel 1. A;By = BiCy = CtAy = hy/1 + %

Bizonyitdas. Felvesziink egy derékszogii koordinatatrenszert, az O pontot az
origéval azonositjuk, és a sik minden P pontjat azonositjuk az O P vektorral. Ha






P és () pontok, akkor P - (Q az OP és OQ vektorok skaldrszorzatat jeloli, és
P - P helyett a P2 jelslés is hasznalatos, tovabba QP P — @ hosszét (azaz
a vektor abszolut értékét) egyszeriien csak PQ@Q-nak irjuk. Szimmetria okan elég
bizonyitanunk, hogy AgBg = h. Ha u > 0, akkor legyen U = 1A Ha v > 0,
akkor legyen V =+ B. Ha w > 0, akkor legyen W = LC. Ha uvw = 0, akkor
az el6bbi definiciékbdl U, V', W egyike kimarad; ez esetben a kimaradé pontot
definidljuk aziltal, hogy U + V + W = 0. Vegyiik észre, hogy minden esetben
U2=V2= W2_4q U+V4+W=0U-V=V-W=W- U= —-2¢°
A definiciokbdl kovetkezden

At — By

= (u(l—1¢t)+2w)vV + (u(l+1t) +2v)w(-U — V)
—(v(l —t) 4+ 2u)w(-U —-V) — (v(1 +t) + 2w)ulU
(1 —1t) (v +ovw+wu)V — (1 +t) (wv +vw+wu)U
(uv + vw +wu) (L —¢t)V — (1 4+t)U)



(ArBy)?
= (uv 4+ vw + wu)2 (L-t)V —(1+ t)U)2
= (uv +vw + wu)? (1 — ¢)°V2 + (1 + t)2U?% — 2(1 — t*)V - U)
= (uv 4+ vw + wu)? ((1 — £)%4¢° + (1 + £)°4q° — 2((1 — t?)(=2¢°))

t2
= (uv 4+ vw + wu)2 (12 + 4752)q2 = (1 + §> h2

Szimmetria okdn ugyanez az eredmény (B;C;)? és (CpA;)? esetében is. W

Tétel 2. Az AqgBg szakasz merdleges W -re, és hasonloképpen BoCy merdleges
U-ra, CoAg merbleges V -re.



Bizonyitas. Szimmetria okdn elég annyit bizonyitani, hogy (Ag — Bg) - W = 0.
Mivel W = —U — V', ezért

Ao — Bo
= (u+2w)vV + (u + 2v)wW — (v 4+ 2u)wW — (v + 2w)ulU
(uv + vw 4+ wu)(V — U)

lgy elég azt belatni, hogy
(V-U)-W=V-W-U-W=(-2¢°) - (—2¢°) =0
|

Tétel 3a. Az A1 By = By— A7 vektor egyiranyd a U vektorral, és hasonléképpen
— ] —

a B1(C7 = (1 — By vektor egyiranyi a V vektorral, az C7 A1 = A1 — C vektor

egyiranyi a W vektorral.



Bizonyitds. Szimmetria okdn elég az elso allitast bizonyitani. Marmost

B — A
= 2uwW + (2v 4+ 2w)uU —2wovV — (2u + 2v)wW
= 2u(v+ w)U — 2vw(V + W) = 2u(v + w)U — 2vw(—U)
= 2(uv 4+ vw + wu)U

Kovetkezmény la. A fenti tételek szerint az A1 B1(C'7 hdaromszég lgy kaphaté
meg az AgBgCp hdromszogbdl, hogy az utébbit balra forgatjuk 30°-kal, és
kbzben az oldalat felnagyitjuk a (2/\@>—szoroséra. |



Tétel 3b. Az A_lB_l> = B_1 — A_1 vektor egyiranyi a —W vektorral, és
hasonloképpen a B_1C_1 = C_1 — B_1 vektor egyirdnyd a —U vektorral, az
C_1A_1 = A_1 — C_q vektor egyiranyii az —V vektorral.

Bizonyitas. A forditott koriiljarasi haromszogre vonatkoztatott szimmetria okan.
H

Kovetkezmény 1b. A fenti tételek szerint az A_1B_1C_1 haromszog ugy
kaphaté meg az AgBgCp hdromszogbdl, hogy az utébbit jobbra forgatjuk 30°-
kal, és kbzben az oldalat felnagyitjuk a (2/\/5)—szoroséra. |

A fenti két kovetkezményt tgy is értelmezhetjiik, hogy amikor a beirt szabdlyos
hdaromszog az AgBgCyp helyzethez képest akar balra, akar jobbra fordul a derék-
sz6g harmaddval, akkor a teriilete pontosan a harmadaval novekszik. Mikor a for-
dulas kézben a csticsok konstans sebességgel mozognak, akkor a teriiletndvekedés
mértéke konstans gyorsulds szerinti.



A legkisebb beirt szabalyos haromszdog mérete az ereteti haromszog oldala-
ival kifejezve. Kozismert tény (megtaldlhatd példdul Krarup és Roos hivatkozott
cikkében is), hogy

2(AO + BO + CO)? = a® + b% + ¢? + V12T
ahol T jelenti az ABC haromszog teriiletét. Mdarmost egyrészt vilagos, hogy
hq

T = 2(uv + vw + wu)g® = 73

masrészt a Heron-képletbdl
1672 = 2(a’b® + b°c® + ?a®) — (a* + b* + )
Ugyanakkor
AO + BO + CO = 2uq + 2vq + 2wqg = q



Tehat

6(a’b® + b%c? + c?a®) — 3(a* + b* + ¢*) = 48712
— 16h%¢% = 8h%(2¢%) = 8h%(a® + b% + ¢® + V12T)

Tekintettel arra, hogy mikozben t befutja a valds szamegyenest, akézben A
befutja az egész BC egyenest, és minden egyes A; ponthoz legfeljebb egy beirt
szabdlyos haromszog illeszkedhet. A fentiek alapjan megkapjuk tehat a kévetkez6
tételt:

Tétel 4. Az a,b,c oldali ABC hdaromszogbe beirhato legkisebb szabalyos
haromszég AgBgCy, mely oldalanak hossza

V6 T B e e

h

Ja2 + 02+ 2+ V12T 4
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