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Tartalmi kivonat. A Simpson-egyenesek segitségével definidlunk hat darab szel6
szakaszt egy hdromszogben. Kideriil, hogy ahhoz hasonléan, hogy a hdrom
Simpson-egyenes hossza egyenld, a hat darab (j szakasz hossza is egyenlé. A hat
) szakasz konvex burka egy centrdlszimmetrikus konvex hatszog lesz, melynek a
legrovidebb atléit a hat (j szakasz adja. Mindharom Simpson-egyenessel parhuzamos
ketto-kettd darab Simpson-szel6. A hatszog teriilete pontosan akkora, mint annak

a szabdlyos hatszognek a teriilete, melynek ugyanakkorak a rovid atléi.



Definiciok. Tekintsiink egy tetszbleges, pozitiv koriiljarasi ABC' hiaromszoget,
melyben minden sz6g 120°-nal kisebb. A beigért hat szakasz koziil az elsét gy
definidljuk, mint az S471'4 szakaszt, ahol S4 az AB oldal egyik belsé pontja
lesz, Ty pedig a BC oldal egyik belsé pontja. A definiciohoz sziikségiink lesz az
igynevezett Simpson-egyenesre. Elészér felvesziink egy A’ pontot ugy, A’BC
egy negativ koriiljarasu szabdlyos haromszog legyen. Marmost az AA’ egyenest
hivjdk Simpson-egyenesnek. Ennek az egyenesnek az A’ BC kériili kérrel alkotott,
az A’-t8l kiilonb6z6 metszéspontja lesz F. Kénnyen lathatd, hogy F' izogondlis
pont, azaz

AFBA{ = BFCA = CFA4 = 120°

Mdrmost az F-re illeszkedd, az A’B egyenessel parhuzamos egyenesnek és az
AB oldalnak a metszéspontja lesz S4. Az S, pontra illeszkedd, as az AA’
Simpson-egyenessel parhuzamos egyenes és a BC' oldal metszéspontja pedig T'4.
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Az AA’ Simpson-egyenes hosszat jelélje s, és AF hosszat jeldlje ps, BF hosszat
jelolje os, C'F' hosszat jeldlje 7s, ahol p, o, 7 alkalmas pozitiv szamok. Ismert
tény, hogy p+ o0+ 17 = 1.

Komplex szamsik. Ebben a szakaszban kiszamitjuk az S 47Ty szakasz hosszit.
Ezt t-vel jeloljiilk. A szamitdsokat komplex szdmokkal fogjuk elvégezni. Vegyiik
fel a komlex szamsikot dgy, hogy a nullat helyezziik a F' pontra, az A pontot
pedig a —ps valés szamra. Az egyszeriibb képletek érdekében haszndlni fogjuk
az € = cos60° + ¢sin60° jelolést. Ekkor B = os/e és C' = Tse, tovdbba

A" = s(o + 7). A pdrhuzamos szelék tétele miatt % = p, tehdt S4 =

ps(o/e —o — 7). Mivel e 71 —1 = —¢, ezért S4 = —sp(oe + 1)

Az AA’ és a BC egyenesek metszéspontja egy valds szam; jeldlje ezt u 4. Nyilvdn
valamely valés A\ szamra

ug =AB+(1—-X)C = Xos/e+ (1 — N)Tse



Itt a jobb oldal képzetes része /3 (—Mos + (1 — \)1s) /2, ez is nulla, tehat
A = —I—. Mindazondltal uy = -ZL-s. A pdarhuzamos szel6k tétele miatt
o+T o+T

t=(c+7)(ug — A), tehdt t = s(po + o7 + 7p). Kovetkezésképpen Ty =
Sp+t = —sploe +7)+ s(po+or+71p) = so(Tm+ p—ep). Marmost

1 —e=—e?miatt Ty = so (7’ — p52>.

Tovabbi definiciék. Az S, és Ty pontok mintdjdra definidlhatjuk az Sy és
TR, illetve az S és Ty pontokat is. El8szoér felvessziik a B’ illetve C” pontokat
gy, hogy a CAB’ illetve ABC' egy-egy negativ kériiljardst szabalyos haromszog
legyen. A C' B’ egyenessel parhuzamos, F-re illeszked® egyenes és a BC' szakasz
metszéspontja lesz Sp, illetve az AC’ egyenessel parhuzamos, F-re illeszkedd
egyenes és az AB szakasz metszéspontja lesz S. Tovabba a BB’ egyenessel
parhuzamos, Sp-re illeszked6 egyenes és a C'A szakasz metszéspontja lest T'g,
illetve a C'C’ egyenessel parhuzamos, Sc-re illeszkedd egyenes és az AB szakasz



metszéspontja lesz To. Szimmetria okdn ezt a négy Uj pontot, mint egy-egy
komplex szdmot a kovetkezOképpen kaphatjuk meg: S4-bdl dgy kapjuk meg
Sp-t, hogy a —sp(oe 4+ 7) képletben p helyére o keriil, o helyére 7 keriil, 7
helyére p keriil, és a végeredmény e2-tel szorzédik. Tehat €3 = —1 miatt Sp =
—so(Te 4 p)e? = so(1 — pe?). Hasonlé médon kapjuk Sp-b8l So-t. Tehat
Sc = s7(p — 0e2)e? = s7(pe® + o¢). Hasonlé médon kapjuk T'4-bdl Th-t.
Tehdt T'g = s (p — 052) g2 = st (psz + ae). Hasonlé médon kapjuk 1T'p-
bol T-t. Tehdt T = sp <052 + 7'5) g2 = —sp(oe + 7). Az &ttekinthet8ség
érdekében tablazatba foglaljuk az eredményeinket:

Sy =sp(—oe —171) | Sg = so(rt —pe?) | Sc = st(pe® + o¢)
Ty = so(T — pe?) | Tg = s7(pe® + 0¢) | To = sp(—oe — 7)




Nem meglepd, hogy

Tg —Sg = sT1 (pez + as) — so(T — pe?) = te?
T — S = sp(—oe — 1) — sT(pe® + oe) = —te

Tehdt az SpT'y, az ST’ és az ST szakaszok egyarant t hosszisaglak. A
fenti tablazat alapjan: Ty = Sp, I = S, T = S4. Tehat S4SpSco egy
pozitiv koriiljardsu szabdlyos haromszég t oldalhosszisaggal.

A tovabbiakban S 4, Sp, Sc mintéjara definialjuk az S, S’, Séj pontokat. Az
554 pont ugy definidlédik, mint a C' A egyenes és az F-en dtmend, az A'C egye-
nessel parhuzamos egyenes metszéspontja. Az S 4 fenti kiszdmitdsdhoz hasonlé
médon komplex széamként S’ tgy fejezhetd ki, hogy S’y = sp (—a — 7'52).
Ezutdn S’4-b8l ugyanigy képzédik S’ illetve S{-, ahogyan S4-bdl képzédstt
Sp illetve S~. Végiil ehhez a tabldzathoz jutunk:



Sy = sp(—o + T?)

2

S = so(—Te

— pe)

St = st(pe + o)

Nem meglep6, hogy

Sy — Sy =
S — Sl =
Sy — Sl =

so(—1e?

— pe) — sp(—o + Te%) = —te

2

st(pe + o) — so(—7e® — pe) = te
sp(—o + 1€%) — st(pe + o) = —t

Tehat S%4 S'5.S is egy pozitiv koriiljarasi szabalyos haromszog ¢ oldalhossziisag-

gal.

Az ij hatszbg tulajdonsagai. Ebben a szakaszban S 455Sp5SScSy hatszég






tulajdonsagait vizsgaljuk. Marmost p + o + 7 = 1 miatt

Sy— A sp(—oe —71) — (—sp) _

B-A (59/2) — (—sp)
Sy—A _ sp(—o + 7€%) — (—sp) _
C—A (sTe) — (—sp)

Tehat Sy az AB szakaszt, illetve Sy az AC szakaszt p : (o + 7) ardnyban
osztja. Hasonléan kapjuk, hogy Sp a BC szakaszt, illetve Sjg a BA szakaszt
o : (T + p) ardnyban osztja. Hasonléan, S¢ a C'A szakaszt, illetve Si, a CB
szakaszt 7 : (p 4+ o) ardnyban osztja. Mivel

Sa+ Sy = sp(—oe—7)+st(pe+0)=s (O‘T — poe + 7',052>
Sp+ S8y = so(r— pe?) + sp(—o + 1%) = s (0"7' — poe + Tp€2)
Sc+ Sy = st(pe® 4 oe) + so(—7e® — pe) = s (07' — poe + Tp€2>



ezért az S SESpSHSCS! hatszég centrédlszimmetrikus. A hatszog oldalai
valtakozva az ABC haromszog keriiletén helyezkednek el, illetve a haromszog
oldalaival parhuzamosak. A révid dtlék egyformdn t hosszisaguak, és az AA’, a
BB’ illetve a CC’ egyenesekkel, azaz a Simpson-egyenesekkel parhuzamosak.

A definicidk alapjan az S 4 F' szakasz 60°-os szoget zar be az AB oldallal, az S F°
szakasz 60°-os szoget zar be a BC' oldallal, és az S F' szakasz 60°-os szbget
zar be az C A oldallal. Jeldlje F' azt a pontot, melyet a s (O‘T — poe + Tp52)
komplex szdm hatdroz meg. A fentiek alapjan az S’ F’ egyenes 60°-o0s szoget
zar be a C'B oldallal, az S F' egyenes 60°-0s szoget zar be a BC oldallal, és
az SoF' szakasz 60°-os szbget zdr be az C'A oldallal.

Az kénnyen lathatd, hogy az ABC' haromszog teriilete \/Tgst. Az ASASQX harom-

sz6g teriilete ennek p?-szerese, tehat \/Tgstp2. Hasonloképpen a BSBSjB harom-



szog teriilete \/Tgstaz, a C’SCSéJ hdaromszog ter'ulete\/T§st7'2. Mivel

2t
1:(P+0+7)2=p2—|-02—|—7'2+§

ezért az SyS5SpSHScS’y hatszog teriilete éppen \/7§t2. Tehdt éppen kétszer
akkora, mint az 54555 hdromszog teriilete.
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