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Háromszög három Simpson-egyenese és hat Simpson-szel½oje

Hujter Mihály

Tartalmi kivonat. A Simpson-egyenesek segítségével de�niálunk hat darab szel½o
szakaszt egy háromszögben. Kiderül, hogy ahhoz hasonlóan, hogy a három
Simpson-egyenes hossza egyenl½o, a hat darab új szakasz hossza is egyenl½o. A hat
új szakasz konvex burka egy centrálszimmetrikus konvex hatszög lesz, melynek a
legrövidebb átlóit a hat új szakasz adja. Mindhárom Simpson-egyenessel párhuzamos
kett½o-kett½o darab Simpson-szel½o. A hatszög területe pontosan akkora, mint annak
a szabályos hatszögnek a területe, melynek ugyanakkorák a rövid átlói.



De�níciók. Tekintsünk egy tetsz½oleges, pozitív körüljárású ABC háromszöget,
melyben minden szög 120�-nál kisebb. A beígért hat szakasz közül az els½ot úgy
de�niáljuk, mint az SATA szakaszt, ahol SA az AB oldal egyik bels½o pontja
lesz, TA pedig a BC oldal egyik bels½o pontja. A de�nícióhoz szükségünk lesz az
úgynevezett Simpson-egyenesre. El½oször felveszünk egy A0 pontot úgy, A0BC
egy negatív körüljárású szabályos háromszög legyen. Mármost az AA0 egyenest
hívják Simpson-egyenesnek. Ennek az egyenesnek az A0BC körüli körrel alkotott,
az A0-t½ol különböz½o metszéspontja lesz F . Könnyen látható, hogy F izogonális
pont, azaz

AFB] = BFC] = CFA] = 120�

Mármost az F -re illeszked½o, az A0B egyenessel párhuzamos egyenesnek és az
AB oldalnak a metszéspontja lesz SA. Az SA pontra illeszked½o, ás az AA0

Simpson-egyenessel párhuzamos egyenes és a BC oldal metszéspontja pedig TA.







Az AA0 Simpson-egyenes hosszát jelölje s, és AF hosszát jelölje �s, BF hosszát
jelölje �s, CF hosszát jelölje �s, ahol �; �; � alkalmas pozitív számok. Ismert
tény, hogy �+ � + � = 1.

Komplex számsík. Ebben a szakaszban kiszámítjuk az SATA szakasz hosszát.
Ezt t-vel jelöljük. A számításokat komplex számokkal fogjuk elvégezni. Vegyük
fel a komlex számsíkot úgy, hogy a nullát helyezzük a F pontra, az A pontot
pedig a ��s valós számra. Az egyszer½ubb képletek érdekében használni fogjuk
az " = cos 60� + i sin 60� jelölést. Ekkor B = �s=" és C = �s", továbbá
A0 = s(� + �). A párhuzamos szel½ok tétele miatt SA�FB�A0 = �, tehát SA =

�s(�="� � � �). Mivel "�1 � 1 = �", ezért SA = �s�(�"+ �)

Az AA0 és a BC egyenesek metszéspontja egy valós szám; jelölje ezt uA. Nyilván
valamely valós � számra

uA = �B + (1� �)C = ��s="+ (1� �)�s"



Itt a jobb oldal képzetes része
p
3 (���s+ (1� �)�s) =2, ez is nulla, tehát

� = �
�+� . Mindazonáltal uA = ��

�+� s. A párhuzamos szel½ok tétele miatt
t = (� + �) (uA � A), tehát t = s (�� + �� + ��). Következésképpen TA =
SA + t = �s�(�" + �) + s (�� + �� + ��) = s� (� + �� "�). Mármost
1� " = �"2 miatt TA = s�

�
� � �"2

�
.

További de�níciók. Az SA és TA pontok mintájára de�niálhatjuk az SB és
TB, illetve az SC és TC pontokat is. El½oször felvesszük a B

0 illetve C0 pontokat
úgy, hogy a CAB0 illetve ABC0 egy-egy negatív körüljárású szabályos háromszög
legyen. A CB0 egyenessel párhuzamos, F -re illeszked½o egyenes és a BC szakasz
metszéspontja lesz SB, illetve az AC

0 egyenessel párhuzamos, F -re illeszked½o
egyenes és az AB szakasz metszéspontja lesz SC . Továbbá a BB

0 egyenessel
párhuzamos, SB-re illeszked½o egyenes és a CA szakasz metszéspontja lest TB,
illetve a CC0 egyenessel párhuzamos, SC-re illeszked½o egyenes és az AB szakasz



metszéspontja lesz TC . Szimmetria okán ezt a négy új pontot, mint egy-egy
komplex számot a következ½oképpen kaphatjuk meg: SA-ból úgy kapjuk meg
SB-t, hogy a �s�(�" + �) képletben � helyére � kerül, � helyére � kerül, �
helyére � kerül, és a végeredmény "2-tel szorzódik. Tehát "3 = �1 miatt SB =
�s�(�" + �)"2 = s�(� � �"2). Hasonló módon kapjuk SB-b½ol SC-t. Tehát
SC = s�(� � �"2)"2 = s�(�"2 + �"). Hasonló módon kapjuk TA-ból TB-t.
Tehát TB = s�

�
�� �"2

�
"2 = s�

�
�"2 + �"

�
. Hasonló módon kapjuk TB-

b½ol TC-t. Tehát TC = s�
�
�"2 + �"

�
"2 = �s�(�" + �). Az áttekinthet½oség

érdekében táblázatba foglaljuk az eredményeinket:

SA = s�(��"� �) SB = s�(� � �"2) SC = s�(�"
2 + �")

TA = s�(� � �"2) TB = s�(�"
2 + �") TC = s�(��"� �)



Nem meglep½o, hogy

TB � SB = s�
�
�"2 + �"

�
� s�(� � �"2) = t"2

TC � SC = s�(��"� �)� s�(�"2 + �") = �t"

Tehát az SATA, az SBTB és az SCTC szakaszok egyaránt t hosszúságúak. A
fenti táblázat alapján: TA = SB, TB = SC , TC = SA. Tehát SASBSC egy
pozitív körüljárású szabályos háromszög t oldalhosszúsággal.

A továbbiakban SA, SB, SC mintájára de�niáljuk az S
0
A, S

0
B, S

0
C pontokat. Az

S0A pont úgy de�niálódik, mint a CA egyenes és az F -en átmen½o, az A
0C egye-

nessel párhuzamos egyenes metszéspontja. Az SA fenti kiszámításához hasonló
módon komplex számként S0A úgy fejezhet½o ki, hogy S0A = s�

�
�� � �"2

�
.

Ezután S0A-b½ol ugyanúgy képz½odik S
0
B illetve S0C , ahogyan SA-ból képz½odött

SB illetve SC . Végül ehhez a táblázathoz jutunk:



S0A = s�(�� + �"
2) S0B = s�(��"

2 � �") S0C = s�(�"+ �)

Nem meglep½o, hogy

S0B � S
0
A = s�(��"2 � �")� s�(�� + �"2) = �t"2

S0C � S
0
B = s�(�"+ �)� s�(��"2 � �") = t"

S0A � S
0
C = s�(�� + �"2)� s�(�"+ �) = �t

Tehát S0AS
0
BS

0
C is egy pozitív körüljárású szabályos háromszög t oldalhosszúság-

gal.

Az új hatszög tulajdonságai. Ebben a szakaszban SAS0BSBS
0
CSCS

0
A hatszög





tulajdonságait vizsgáljuk. Mármost �+ � + � = 1 miatt

SA �A
B �A

=
s�(��"� �) � (�s�)

(s�=")� (�s�)
= �

S0A �A
C �A

=
s�(�� + �"2)� (�s�)

(s�")� (�s�)
= �

Tehát SA az AB szakaszt, illetve S0A az AC szakaszt � : (� + �) arányban
osztja. Hasonlóan kapjuk, hogy SB a BC szakaszt, illetve S0B a BA szakaszt
� : (� + �) arányban osztja. Hasonlóan, SC a CA szakaszt, illetve S0C a CB
szakaszt � : (�+ �) arányban osztja. Mivel

SA + S
0
C = s�(��"� �) + s�(�"+ �) = s

�
�� � ��"+ ��"2

�
SB + S

0
A = s�(� � �"2) + s�(�� + �"2) = s

�
�� � ��"+ ��"2

�
SC + S

0
B = s�(�"2 + �") + s�(��"2 � �") = s

�
�� � ��"+ ��"2

�



ezért az SAS
0
BSBS

0
CSCS

0
A hatszög centrálszimmetrikus. A hatszög oldalai

váltakozva az ABC háromszög kerületén helyezkednek el, illetve a háromszög
oldalaival párhuzamosak. A rövid átlók egyformán t hosszúságúak, és az AA0, a
BB0, illetve a CC0 egyenesekkel, azaz a Simpson-egyenesekkel párhuzamosak.

A de�níciók alapján az SAF szakasz 60
�-os szöget zár be azAB oldallal, az SBF

szakasz 60�-os szöget zár be a BC oldallal, és az SCF szakasz 60�-os szöget
zár be az CA oldallal. Jelölje F 0 azt a pontot, melyet a s

�
�� � ��"+ ��"2

�
komplex szám határoz meg. A fentiek alapján az S0AF

0 egyenes 60�-os szöget
zár be a CB oldallal, az S0BF

0 egyenes 60�-os szöget zár be a BC oldallal, és
az SCF szakasz 60�-os szöget zár be az CA oldallal.

Az könnyen látható, hogy az ABC háromszög területe
p
3
4 st. Az ASAS

0
A három-

szög területe ennek �2-szerese, tehát
p
3
4 st�

2. Hasonlóképpen a BSBS
0
B három-



szög területe
p
3
4 st�

2, a CSCS
0
C háromszög területe

p
3
4 st�

2. Mivel

1 = (�+ � + �)2 = �2 + �2 + �2 +
2t

s

ezért az SAS
0
BSBS

0
CSCS

0
A hatszög területe éppen

p
3
2 t

2. Tehát éppen kétszer
akkora, mint az SASBSC háromszög területe.
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