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Tartalmi 6sszefoglalé. Egy mérnok képletet keres két kitérd egyenes tdvolsagara,
de nem taldl. Rabukkan viszont egy olyan formulara, mely egy pont és egy térbeli
egyenes tdvolsagat szamitja ki. Jobb 6tlet hijan a mérnok az e egyenesen felveszi
a P, P>, P3 kiilonb6z6 pontokat ugy, hogy P1 P> = P> P3 teljesiiljon, és d;-vel
jeldlve P; és f tdvolsdgdt minimalizdlja a

g(t) = (df — 2d3 + d3)t* + (d3 — df) t + 2d3

figgvényt. A mérnok szerint a minimum felének négyzetgyodke lesz e és f tdvol-
saga. Bizonyitsuk, ha helyes a mddszer, illetve mutassunk rd, ha helytelen!



A maddszer ellendrzése. Az xyz derékszogii koordinatarendszerben az altaldnos-
sdg korldtozdsa nélkiil feltehetjik, hogy az f egyenes a z-tengely, a P; pont
koordindtdi (zj;y;;24), j = 1,2,3, és hogy o = yo = 1. Tehdt dp = V2.
Mivel P1 P> = P> P3, ezért x1 + x3 = y1 + y3 = 2.

Mivel x1 = 1 és y1 = 1 egyszerre nem dllhat fenn, hiszen e és f kitér6 egyenesek,
az altalanossag korlatozdsa nélkiil feltehetjiik, hogy 1 # 1. Az xy sikon az
(z;:y;), 7 = 1,2,3, pontokon dtmend egyenes egyenlete:
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Tehat az xy sikon ezen egyenes egy tetszéleges (x; y) pontjanak az origdtdl mért
tdvolsagnégyzete:
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Az x fiiggvényeként tekintve a fentit, annak a minimuma a kovetkezé:
(z1 —y1)°
(21— 1) + (y1 — 1)?

Figyelembe véve, hogy d% — ac% -+ y% d% = 2ésds = (2 — 281)2 + (2 — y1)2, a
fenti g(t) fliggvény minimuma:

2 (x1 — y1)°
(z1 — 1) + (y1 — 1)?
Ezzel belattuk, hogy a mérnck médszere helyes.

Megjegyzés. A fentiekbdl |athatd, hogy e és f tdvolsdaga képlettel is meghatdrozhato



a di,dp, d3 szamokbdl:
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Ezt a képletet gy kaptuk meg, hogy kiszamitottuk a g(t) fiiggvény derivaltjat ¢
szerint, és azt kaptuk, hogy

g'(t) =2 (df — 2d5 + d3) t + d3 — dj



Marmost a ¢g’(t) = 0 egyenlet megolddsa:
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Elaruljuk még, hogy a g(t) fiiggvény tgy késziilt, hogy g(—1) = 2d%, g(0) = Zd%
és g(1) = 2d§ teljesiiljenek.



Egy tetraéder kitérd éleinek tavolsaga. Egy A;A»A3A, teraédernél jeldlje
hjk:m az AjAkAm lapon az Ay, cstcsbdl indulé magassagvonal hosszat, és

jelélje Ajpp, az AjAkAm] haromszégben az Afm] cstcsbél indulé magassagvonal

hosszat, ahol az Am’] ponton az Ay Ay szakasz felez6pontjat értjiik, ahol 5+ k+
m + n = 10. Ekkor a fentiek alapjan az A1 Ay és az A3 A, egyenesek tavolsiga
négyzetét fel tudjuk irni:
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Az indexek permutdldsa révén formailag a hjpm, Ajkm, Njgm képletek minde-

2
N123 = Afo3 —

gyike 24-féle médon irhato fel, de a hjp,, képletek 12-féle értéket vehetnek fel,
a Ajrm képletek 6-féle értéket vehetnek fel, a Ajzp, képletek pedig 3-féle értéket
vehetnek fel.



