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Megoldasok

Eseményalgebra, elemi feladatok

(E1) @) "van viz a kadban", "langyos a viz"
b) A-B azaz ANB" (komplementer), A+B azaz AUB, (A")-(B°) azaz (A)N(B") vagy (A+B)
azaz (AUB)", A-‘Bazaz ANB.

(E2) Diszné = (A hibaz)és(B hibaz)és(C hibaz), tehat P(D) = (1-P(A))-(1-P(B))-(1-P(C)) =
= (1-0,7)-(1-0,5)-(1-0,9) = 0,015 = 1,5% .

(E3) P(egyiket elfogadjak) = 1 - P(mindkettdt elutasitjak) = 1-0,4-0,4 = 0,84 = 84% .
Mas megoldas: Legyen Bi := elsé helyen sikeriil, B := masodik helyen sikeriil, ekkor
P(B1) =P(Bz) =1-0,4=0,6, P(BiNB)=P(B1)-P(B2) =0,6=0,36, és

P(B1UB2) = P(B1)+P(B)-P(ANB) = 0,6+0,6-0,36 = 1,2-0,36 = 0,84 = 84% .

(E4) Legyen &:="két kocka Osszege". Ekkor "&=2"="1+1" és "&=12"="6+6", vagyis
P(&=2) =P(&=12) = 1/36 = 0,0277 ~2,77% , mig példaul "&E=6"="1+5"v"2+4"v"3+3"v
V'4+2"v"5+1" , vagyis P(&=6) =5/36 ~0,1388 ~ 13,88% .

(E5) a) P(azonos nemiiek) = P(fit,fin)+P(leany,leany) = P(fin)-P(fit1) + P(leany)-P(leany) =
= p-p+q-q = 0,512+0,49% = 0,2601 + 0,2401 = 0,5002 ,

P(kiilonb6z6 nemiiek) = 1 - P(azonos nemtiek) = 1-0,5002 = 0,4998 .

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy az azonos nemii gyerekek valosziniisége a (p-q)? >0
egyenldtlenség miatt, és nem az apa miatt nagyobb, tetszoleges p#'2 esetén.

b) P(azonos nemtiek) = P(fin,fiu,fit)+P(leany,leany,leany) =
= P(fit)-P(fit1)-P(fi)+P(leany)-P(leany)-P(leany) = p-p-p+q-q-q = 0,513+0,49° = 0,2503 ,
P(két fin és egy lany) = P(fi0,fia,leany) + P(fit,leany,fin) + +P(leany,fia,fia) = 3-p-p-q =
3.0.51%2.0.49 = 0,382347 ,
P(egy fiu és két lany) = P(fig,leany,leédny) + P(leany,fiu,leany) + +P(ledny,ledny,fin) =
3-ppq=30.51%0.49 = 3.0,51-0,49-0,49 = 0,367353 .
(Ellenérzés: 0,2503+0,382347+0,367353 =1 .)

(E6) a) P(3 fej vagy 3 iras) = P(3 fej) + P(3 iras) = p® + (1-p)® = 1/2 (pontos érték!) .

b) P(egy fej és egy iras) = P(fej,iras)+P(iras,fej) = 2-p-(1-p) = 1/3 (pontos érték!) .
Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy P(a)=" és P(b)=1/s miatt a fabatka egymaga helyette-

sithet mind egy normalis />, mind egy /3 esésii érmétis! (Ld. még[1993] és [1995b].)

(E7) Egy szelvény kitoltéseinek Osszes lehetséges szama
&% = ("90 alatt 5") = (90-89-88-87-86)/5! = 43 949 268 ,
P(egy szelvény 6tos) = 1/&p ~ 2.2754x10% = 0,000 000 022 754 ,
P(egy szelvény nem 6tos) = 1-1/&% ~ 0,999 999 977 246 ,
P(2 milli6 szelvény nem &tos) = (1-1/5)%%09%0 ~ 0,955511957950999 =~ 95,5% ,
P(20 héten at 2 millié szelvény nem 6tds) = [(1-1/5)?000000]20 ~ 0.402459821142396 ~ 40% ,
P(20 hét alatt van 6tos) = 1 - [(1-1/g5)>090000]20 ~ 0,597540178857604 ~ 60% .
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(E8) Ha az allatok kozott fertdzés terjed, akkor a megfert6z6dés folyamatat is vizsgalnunk
kellene, ami nagyon bonyolult. Tehat azt kell feltételezniink, hogy az egyes allatok megbete-
gedései fiiggetlenek. Ez esetben a megbetegedett allatok szdma, &, , Bernuolli (binomiélis)
eloszlas (ahol n az allatok Gsszes szama) :

P(E20<2) = P(&20=0)+P(E20=1)+P(E20=2) =

20 20 20 o ,
(U) -0.1°-09% 4+ (l) -0.11-09Y + (2) -0.12-09%
~0,6769 ~ 67,7 %

P(&w0<1) = P(£10=0)+P(E10=1) =

10 10
( ) -010-09'°+( ) -01"-09°
0 1 ~ 0,7360= 73,61 % .

Megjegyzés: Nagyobb n értékekre a feladat (természetesen) még mindig Bernuolli eloszlas,
azonban kiszamitasa mar csak a Kozponti hatdreloszlas tétel (KHT vagy CHT) segitségével
lehetséges. Egy részletesen kidolgozott megoldast talalunk az [Szl 2021] konyvecske 10.7.
Mintafeladataban.

(E9) a) A masodik személynek maskor van a sziiletésnapja, mint az elsének (364/365), a
harmadiknak nem lehet ugyanakkor, mint az els6 kettének (363/365), és igy tovabb:

P(négy ember kiilonbizé) = 364/365 - 363/365 - 362/365 = (364-363-362)/365° =
= 47 831 784 / 48 627 125 ~ 0.983 64 = 98%

b) P(egy adott napon sziilettek mindharman) = 1/365%, de ez barmelyik nap lehet, tehat
P(feladat) = 365/365° = 1/133 225 ~ 7,5061x10¢ ~ 0.000 007 506 1 ~ 0%
(az jsagcikkben szereplé "1 a 133 ezerhez™" becslés helyes.)
C) Az a) feladathoz hasonloan
P(23 ember kiilonbozd) = 364/365 - 363/365 - ... - 343/365 ~ 0.492 703 ~ 49% ,
tehat P(23 ember van azonos) =~ 1-0.492 703 ~ 0.507 298 ~ 51 %, ami tobb 50% nal !
d) Az a) feladathoz hasonloan: olyan n -et kell keresniink, amelyre
P(n ember kiilonboz6) = 364/365 - 363/365 - ... - (365-n+1)/365 < 0,01 .

n -et probalgatassal is megkereshetjiik, vagy [wiki-Szul] -ban elolvashatjuk Halmos Pal meg-
oldasat, vagy [SzG] altalanos megoldasat. Az eredmény: 55<n.

Megjegyzések: 68 személy esetén mar 99,9% biztonsaggal allithatjuk, hogy van két azonos
napon sziiletett jelenlevd.

(E10) Egy huzas a gyermekek sorba allitasa, vagyis permutacioja, tehat n gyermek esetén az
Osszes huzasi lehetdségek szdma n! . Ha nem kell megismételni a sorsolast, akkor a gyerme-
kek olyan sorrendjét kaptuk,amikor senki sincs az eredeti helyén. Ezeket a sorrendeket a szak-
irodalomban fixpont nélkiili permutacioknak vagy inkabb elcserélt levelek/kalapok proble-
mdjanak (the hatcheck problem, derangements, probléme des rencontres, pr. de Montmort,

stb.) hivjak, és szamuk, az un. szubfaktorialis
n

D, :=n! (=1)°
n=nl- Z ]
i=2
fgy a keresett valészintiség P(n) =1 - Dn/n!. Ko6nnyen lathatd, hogy n—oo esetén Dp/n! —
1/e = 0,368 , vagyis P(n) — 1/e = 0,632 .




Megjegyzések: A problémat és megoldasat részletesen targyalja a Szerz6 [Szl 2006] konyve
és [Szl 1991] feladatgyiijteménye, Székely Gabor [SzG] konyvének "ajandékozasi parado-
xon" fejezete, valamint a Wikipédia sok oldala: [wiki-Szub].

Mar 6<n esetén P(n) négy tizedesjegy pontossaggal megkozeliti 1-1/e = 0,6321 értékét!

Paradox modon n novekedésével 1ényegesen nagyobb annak a valosziniisége, hogy lesz
valaki, aki visszakapja a sajat ajandékat, mint annak a valosziniisége, hogy senki sem kapja
vissza. Egyediil n=2 esetén 50-50% ez a két valdsziniiség.

A feladat és megoldasa megjelent a KoMaL ujsagban is 1999-ben, lasd
https://www.komal.hu/verseny/1999-12/mat.h.shtml ,
https://www.komal.hu/verseny/1999-12/B.h.shtml .

A rencontres elnevezés egy pasziansz kartyajaték neve: a két azonos (piros és kék hatu) kar-
tyapakli lapjait megkeverve, véletlenszeriien rakjuk két sorban egymas ala, az azonos, egymas
alatt levé lapokat eltavolitjuk, és megszamoljuk, hany par maradt ... .

Elcserélt kalapok a ruhatarban fordulhatnak eld: a beadott kalapok véletlenszerii kiosztasa
esetén hany szdzalé¢kban kapja vissza legalabb egy valaki a sajatjat. Ezt a problémat altaldno-
sitotta Joo Istvan [JI 1993] cikkében: ha a ruhatarba tobbféle ruhadarabot is beadunk ... .

(E11) A legegyszeriibb ilyen test egy szabalyos n -oldalt hasab, amely-
nek alap- és fed6lapja egy szabalyos n -szog. Ezt gurithatjuk az asztalon,
mint egy ceruzat.

Péros n -re készithetiink még két darab, alaplapjaval szembeforditott,
szabalyos n/2 -oldalu sokszog alapt gulat is.

Amennyiben egy henger alaka ceruza keriiletére irjuk a 0 és 1 kozotti
valos szamokat, akkor ezt guritva az xe[0,1] valos szamok véletlen,
egyenletes eloszlasat tudjuk kisérletileg eldallitani.

Lasd még:
https://de.wikipedia.org/wiki/Spielwiirfel
https://hu.wikipedia.org/wiki/Dobdkocka
https://en.wikipedia.org/wiki/Sicherman_dice
https://en.wikipedia.org/wiki/Dice
https://fr.wikipedia.org/wiki/Dé
https://it.wikipedia.org/wiki/Dado_(gioco)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Sevivon (Sevivon = Hanuka porgetty(i = angol Dreidel)
https://en.wikipedia.org/wiki/Dreidel

(E12) a) A+B azaz AUB, P(AUB) =P(A)+P(B)-P(ANB)=0,9+0,6-0,55=0,95=95% .
b) A+B-azaz A'UB- (tagadas) vagy (A-B) azaz (ANB) (De Morgan azonossag),
P((ANB)) =1-P(ANB) =1-0,55=0,45 = 45% .
c) A-B azaz ANB", de nem fiiggetlenek, ezért inkabb: (AUB)  (De Morgan azonossag),
tehat P((AUB)’) = 1-P(AUB) = 1-0,95 = 0,05 = 5% (az a) feladat szerint).
d) Eza "szimmetrikus kiilonbség " : AAB = (A\B)U(B\A) = (AUB)\(ANB), tehat
P(AAB) = P(A)-P(ANB) + P(B)-P(ANB) = 0,9+0,6-2-0,55 = 0,40 = 40% ,

vagy:
P(AAB) = P(AUB)-P(ANB) = 0,95-0,55 = 0,40 = 95% .

(E13) a) P(ANBY) = (1-0,01)(1-0,03) = 0,99-0,97 = 0,9603 = 96% ,
b) 1-P(ANB) =1 -0,01-0,03 = 1-0.0003 = 0.9997 = 100% ,
c) P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB) = 0,01 + 0,03 - 0,01:0,03 = 0.0397 ~ 4% ,
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vagy masként: P(c)=1-P(a) =1-0,9603 = 0,0397

d) P(AAB) (szimmetrikus kiilonbség) = P(A\B)+P(B\A) = P(A)-P(ANB) + P(B)- P(ANB) =
=0,01-0,01-0,03 + 0,03 - 0,01-0,03 = 0,04 - 2:0,01-0,03 = 0.0394 ~ 4%,
vagy masként: P(AAB) = P(AUB) - P(ANB) = 0,0397 - 0,01-0,03 = 0,0394 ,

(E14) Mind a négy aut6 Jobbra vagy Egyenesen megy, tehat az dsszes eset 2* = 16 lehetdség.
"Rossz" sorrendek azok, amikor (legalabb) két aut6 kivan egymads utdn Jobbra kanyarodni.
Ebbdl kovetkezik, hogy legfeljebb kettd auté mehet egyaltalaban Jobbra. Tehat a lehetséges
jo sorrendek (zarojelben a valdsziniiségek): EEEE (=0,6%), JEEE, EJEE, EEJE, EEEJ
(=4-0,6%0,4%), JEJE, JEEJ, EJEJ (3:0,6%-0,4%), osszesen 0,648 = 64,8% .

Ellenorzeés: A lehetséges rossz sorrendek: JJJJ (=O,44), JJJE, JJEJ, JEJJ, EJIJ (=4~O,43~O,61),
JJEE, EJJE, EEJJ (=4-0,4%-0,6Y), 6sszesen: 0,352=35,2% , és felsoroltuk az sszes 2 esetet.
Megjegyzés: Erdekes lenne a feladatot altalaban n autora megvizsgalni.

(E15***) A feladat részletes (nehéz) megoldasa Székely Gabor [SzG] konyvének 165-167.
oldalain talalhat6 "csaladnév kihalasi paradoxon" cimmel.

(E16) 0,931 = 0,0007052 = 0,07 % =~ 0,7 %o . Nagyon veszélyes mutatvany !!!

(E17) a) En &jfél elétt sziilettem, ikertestvérem &jfél utan.

b) En februar 28-an sziilettem &jfél eltt, ikertestvérem masnap hajnalban, marcius 1-én.
Most szok6év van!  €) azonos b) -vel.

d) En 1992 -ben, szokéévben sziilettem a Kiribati Koztarsasdg Line Islands egyik szigetén,
szliletésem utan anyam agyat attoltak a datumvalasztd vonalon (a tobbit mar tudjatok).
https://hu.wikipedia.org/wiki/Kiribati , https://en.wikipedia.org/wiki/Kiribati
https://hu.wikipedia.org/wiki/Nemzetkozi_datumvalaszté vonal

e) llyesmir6l én nem hallottam.

(E18) a) P(kettd azonos) = 3/32=3/9 =1/3= 0,333 .
b) Ha harman jatszanak, akkor a lehetdségek szama 33, Kérbeverés esetén harom kiilénbozot
mutatnak, de ezt 3! -féle képpen tehetik meg. Tehat P(kdrbeverés) = 31/3% =2/9 = 0,222 .

Megjegyzés: A kovetkezé megfogalmazas is ugyanez a probléma:

C) ntargyat teszek véletlenszeriien n dobozba, mekkora valosziniiséggel lesz mindegyik do-
bozban pontosan egy targy? (Megoldas: P =n!/n".)

Hasonlo problémakat targyal még az (E9) feladat is.

(E19) a) Az alabbi tablazatok alapjan:

A\B| 2 3 4 15 16 17 B\C| 1 6 11 12 13 14 C\A| 5 7 8 9 10 18

s e ST fomm e - o
5| A A A B B B 2| B C C C C cC 1 1 A A A A A A
71 A A A B B B 3| B C C C C cC c | C A A A A A
8 | A A A B B B 4 | B C C C C C 11 ] CcC Cc C C C A
9 | A A A B B B 15 | B B B B B B 12 | C C C C CcC A

10 ] A A A B B B 16 | B B B B B B 13 | C C C C CcC A

18 ] A A A A A A 17 | B B B B B B 14 | ¢ C C C C A

P(A>B) = 21/36 P(B>C) = 21/36 P(C>A) = 21/36

és 21/36~=0,583 333 ~58,3% .
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b) E paradoxon tanulsaga az, hogy véletlen mennyiségeket nem lehet aszerint rendezni, hogy
tobb, mint 50%-os valosziniiséggel melyik nagyobb a masiknal.
c) Legyenek A kocka lapjai 1,4,4,4,4,4, B kocka lapjai 2,2,2,5,5,5, C kocka lapjai 3,3,3,3,3,6.

g
g
g

P(B>A) = 21/36 P(C>B) = 21/36 P (A>C)

25/36 '

Megjegyzés: Bebizonyithato, hogy 21/36 -nal nagyobb valdszintiséggel nem verhetik korbe a
kockak egymast.

(E20) a) Két kocka dsszegeinek (1) valosziniiségeit konnyl kiszamitani:

i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P(m=i) | 1/36 | 2/36 |3/36 |4/36 |5/36 |6/36 |5/36 |4/36 |3/36 |2/36 |1/36

Tehat P(A nyer) = (1+3+5+5+3+1)/36 = 18/36 = 1/2,
P(B nyer) = (2+4+6+4+2)/36 =18/36 =1/2.

b) Lasd az alabbi abrakat.

Megjegyzés: Hidba van 2 és 12 kdzott 6 paros €s 5 paratlan szdm, mégis a két nyerési valo-
szinliség egyenlo.

18 kockik
. 15 b o széma
€ 1 — —
oo 12 7 }H — 7
w10 \.\ -

S A L .3
g g Jd F]
S A :
= Y
S . _
0 5 10 15 20 26 30
Kockak dsszege

Forras: wikipédia https://de.wikipedia.org/wiki/Spielwiirfel

0.08
0.07 +—
0.06
0.05

0.04 —
0.03 —
0.02 -
0.01 -

o - - — et

- o o w o~ o o N R R R EE E R N EEE
“W@E_,_,_EVV—“- NNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNN

6 kocka 6sszege [Szl 2021]

o
o o o @
o



https://de.wikipedia.org/wiki/Spielw%C3%BCrfel

(E21) A kockak pontjait emelkedd sorrendben irjuk (i <j <k <I), de figyelembe vessziik a
lehetséges sorrendek szamat is:  5+5+5+5 (x1), 4+5+5+6 (x4!/21=12), 4+4+6+6
(x41/2121=6), 3+5+6+6 (x41/21=12), 2+6+6+6 (x41/31=4), tehat dsszesen:

P = (1+12+6+12+4) / 6* =35/ 1296 ~ 0,027 =2.7% < 3%
Lasd még az el6z6, (E20) b) feladatot is.

(E22) A feladat az American Mathematical Monthly folyoirat 40 (1933), 295. oldalan jelent
meg, megolddsa inkabb statisztikai mint elméleti. Annyi bizonyos, hogy minden évben leg-
alabb egyszer, és legfeljebb haromszor fordul el6, ez egyszerii altalanos iskolai feladat.

Lasd még https://en.wikipedia.org/wiki/Friday the 13th utolso, "Occurence" alfejezetében,
¢s a "Dominikai (vasarnapi) levelek" https://en.wikipedia.org/wiki/Dominical_letter cimen.

(E23)
feérfiaknal:
P(gyogyult | kezelt)
P(gyo6gyult | nem kezelt)
noknél.
P(gyogyult | kezelt)
P(gyogyult | nem kezelt)
osszesitve:

P(gyogyult | kezelt)
P(gyo6gyult | nem kezelt)

700 / (700+800) = 0,4667
80/ ( 80+130) = 0,3809

150 / (150+ 70) = 0,6818
400 / (400+280) = 0,5882

850 / ( 850+ 870) = 0,4942
480 / ( 480+ 410) = 0,5393

Megjegyzés: Jol lathato, hogy mind a férfiak, mind a nék korében jobb a gyogyulasi arany
abban az esetben, ha alkalmazzuk a gyogyszert. Ugyanakkor meglepd modon az §sszesitett
eredmény inkabb azt jelzi, hogy akkor jobb a gyogyulasi ardny, ha nem kezeljiik a betegeket.

A feladat [SzG] -b6l szarmazik. Hasonlo meglep6 feladat talalhato [Szl 2012a] "Valaszto-
korzetek" fejezetében.
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Geometriai valosziniiség

(G1) Ha Joska érkezési idépontja X és Mari érkezési idopontja y , akkor egy eseményt az
(x,y) szamparral reprezentalhatunk, 3< x,y <4, vagyis az eseménytér QQ a koordinatasik abran
lathaté négyzete:

AY

[=p V]

3 7

0 3 4

f =

Olyan (x,y) pontparok halmazat kell megkeresniink, amelyekre [x-y| < /s (hiszen 10 perc =
Y6 6ra). A négyzet piros 4tlojaban X=y (egyszerre toppannak be a kényvtarba), a négyzet at-
16jatol tavolodva [x-y| értéke ndvekszik, vagyis a keresett teriilet az y = x+1/s és az y = x+/s
egyenesek altal hatarolt sziirke hatszog. Ekkor P(¥) = Thaszse/ T . A hatszog teriiletét leg-
egyszeriibben ugy szamolhatjuk ki, hogy a négyzet teriiletébdl levonjuk a két fehér haromszog
teriiletét, melyek °/6 oldalt egyenld szara derékszdgii haromszogek. Tehat

Thaszog = Ta-2-Cle)? 12 = 1-2136 = M3 ésigy P(¥) =1Y36=0,3055" = 30,5 %
mivel To=1.

(G2) Jeldlje x és y a toréspontok helyét, 0<x,y<1, az eseménytér (alaphalmaz) tehat Q =
[0,1]%[0,1] négyzet.

a) Ha x<y akkor a darabok x, y-x és 1-y hossztak, a feltételek tehat 0,2 <x, 0,2 <y-x
azaz xt0,2<y és y<0,8. Ha y<x akkor adarabok y, x-y és 1-x hosszuak, tehat a fel-
tételek 0,2<y, 0,2<x-y azaz y<x-0.2 és x<0,8. Az a) abran lathat6 zold teriilet T =
2:0,4%/4 = 0,16 , a valosziniiség tehat P =T/Q =0,16 = 16% .

y y
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
f x X
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 L
a) b)



b) HA x<y akkor a darabok x, y-x és 1-y hosszuak, a feltételek tehat a haromszog-egyenl6t-
lenség szerint: (#1) x+(y-x) > (1-y) azaz y>0.5, (#2) x+(1-y) > (y-x) azaz y <x+0.5,
(#3) (y-x)+(1-y) >x azaz x<0.5.
Ha y<x akkor a darabok y, x-y, 1-x hosszuak, és a feltételek: (#4) y+(x-y)>(1-x) azaz x > 0.5,
(#5) y+(1-x) > (x-y) azaz x<y+0.5, (#6) (x-y)+(1-x) >y azaz y<05.

A fenti feltételek a b) abra sarga részében teljesiilnek, tehat P(A) = Ta/Tw = 1/4 = 25% .

Megjegyzések: Az ) és II) esetben nyilvan csak fel kell cserélni az X és y valtozokat, vagyis
a koordinatarendszerben kapott sikrészek egymas tiikorképei az y=X egyenletli egyenesre.

Konnyen belathatd, hogy x és y egyszerre nem lehetnek mindketten 1/2 -nél kisebbek vagy
mindketten 1/2 -nél nagyobbak, a haromszog egyenlbtlenség miatt. Ezért iires a nagy négyzet
bal alsé és jobb felso része.

(G3) P(5cm) = 521/30%r = 52/302 = 12/62 = 1/36 ~ 0,0277" =2,8 % .
(G4) P(csorr) = Tavlakok/ Ttiizea = (0,7%0,8+0,5%0,5)/3%5 = 0,81/15 = 0,054 = 5,4 % .
(G5) Hasonloan a (G1) feladathoz.

(G6*) Mivel pontosan 1 oraig tartdzkodnak a kdnyvtarban, ezért 7:00 6raig mindegyikiiknek
meg kell érkezniiik (12:00, vagyis 0:00 utan). X és Y "Osszefutnak” valoszinliségét G1 -hez
hasonloan vizsgalhatjuk, aminek valoszintisége 13/49 , ez az alabbi abra atlo koriili sziirke
savja. A harmas taldlkozohoz a K=[0,7]x[0,7]%[0,7] kocka olyan (X,y,z) pontjait kell meg-
keresniink, amelyekre

X-1=y=x+l és x-1=z=x+l és y-1=z=y+l.

Szimmetria okok miatt ennek az L résznek a térfogata 6-szor akkora, mint L azon L' részének,
amelyre még az X =y =z feltételek is teljesiilnek. Az x=y=1z feltételek a K kockan beliil
egy tetraédert hataroznak meg, ezt kell elvagnunk az x=z+1 egyenleti sikkal. Ha tehat az L'
részt a z=6 egyenletii sikkal kettévagjuk, akkor az szétesik egy olyan 6 magassagu ferde ha-
sabra, amelynek alapja egy egység oldalu derékszogii haromszdg, és egy olyan tetraéderre,
amelynek ugyanilyen haromszog az alapja, a magassaga pedig 1. Ennek alapjan L' térfogata
6/2+1/6=19/6 , igy L térfogata 19 egység. Mivel pedig K térfogata 73=343 egység, a keresett
valoszinliség 19/343 .

(G7) Az egyes korok sugarai 5, 10, 15 és 20 cm.

A négy kor kertiletének 6sszege = 2m(5+10+15+20) = 100n =~ 314,16 (cm) ,
az egyenes szakaszok hossza = 2-40+2-40-V2 =~ 193,14 (cm) ,

a pokhalo teljes hossza =~ 314,16+193,14 = 507,3 cm.

a keresett valoszintiség: P~ 193,14/507,3 ~0.381 =38 % .



(G8) A dragakovet kicsiny mérete miatt pontszertinek tekinthetjiik. A hat téglalap alaku lyuk
teriileteinek dsszege: T= 2 (ab+ac+ad) = 2 0.5 (8+14+16) = 38 (cm?) .
A lefolyd egy 10 cm sugara kor, melynek teriilete: T=r?n = 100 ~ 314,16(cm?)
Annak a valdsziniisége, hogy a dragaké beleesik a lefolyoba:
P=38/314,16 = 0.121 = 12%

Bayes tétele
(B1) Adatok: P(Bssveny) = 0,10, P(Bssiaar) = 0,25, P(Bpusz) = 0,65,
ellendrzés: P(Bssveny)+P(Brolait) + +P(Bbusz) = 1,00 .
a) A Teljes valosziniiség tétele szerint:
P(Farkas) = P(F|Basveny)-P(Bssvény) + P(F|Bssidat)-P(Broidat) + P(F|Bbusz)-P(Bbusz) =
=0,80-0,10 + 0,60-0,25 + 0,05-0,65 = 0,2625 ~ 26,2% .
b) Ha megérkezett, akkor nem kapta be a Farkas:
P(nemFarkas) = 1-0,2625 = 0,7375~ 73,8% .
Ez az a feltétel, ami mellett kérdezziik a Besiaa: valoszinliségét:
P(Nagyi hihet Piroskanak) = P(Bssiqae | nemF) .

Bayes tétele szerint

P(Brsiaa | nemF) = P(emF|Bysiaa)-P(Briaar)/P(nemF) = (1-0,60)-0,25/0,7375 = 0,13559 ~ 14%

(B2) a)
P(jo zokni) = P(j6|Sajat)-P(Sajat) + P(jo|Feleség)-P(FeleségSajat) + P(jo|Fiam)-P(Fiam)
= 0,90*0,50 + 0,73*0,32+0,14*0,18 = 0,7088 ~ 71% .
b) P(rossz) =1 -P(j6) =1-0,7088 =0,2912 =~ 29% ,

P(Fiam|rossz) = P(rossz|Fiam)-P(Fiam)/P(rossz) = (1-0,14)*0,18/0,2912 ~ 0,53159 ~ 53% .

(B3) a) P(elromlik) = 0,13*0,60+0,21*0,16+0,09*0,24 = 0,1332 ~ 13,3 %, tehat
P(nem romlik el) = 1 - P(elromlik) = 1-0,1332 = 0,8668 ~ 86,7 % .

b) P(2.lift | segitség) = P(2.lift | elromlik) = P(elromlik | 2.1ift)*P(2.1ift) / P(elromlik) =
=0,21*0,16 / 0,1332 =~ 0,25225 ~ 25,2% .

c) P(L.lift | emelet) = P(L.1ift | nem romlik) = P(nem romlik | 1.1ift)*P(1.lift) / P(nem romlik)
= (1-0,13)*0,60/0,8668 ~ 0,6022 ~ 60,2% .

(B4) a) P(kijut) = P(kijut | 1.1ab.)*P(L.lab.) + ... + P(kijut | 4.lab.)*P(4.lab.) =
= (0,6+0,3+0,2+0,1) / 4 = 0,30 = 30 % .
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b) P(nem jut ki) =1 - P(kijut) = 1-0,30 = 0,70 , tehat
P(4.1ab.|nem jut ki) = P(nem jut ki|4.Iab.)*P(4.Iab.)/P(nem jut ki) = (1-0,1)*0,25/0,30 = 0,75 .

(B5) Adatok ellendrzése:  1/10 + 1/4 + 2/5 + 5/20 = 20/20 = 1,00 , ok.
a) P(jo) = P(j6|1.4rus)*P(1.4rus) + ... + P(j6|4.4rus)*P(4.4rus) =
= 0,40%(1/10) + 0,50*(L/4) + 0,20*(2/5) + 0,90%(5/20) = 0,47 = 47% .
b) P(iitott) = 1 - P(j6) = 1-0,47 = 0,53 , tehat
P(1.4rus | iitott) = P(iitdtt|1.arus)*P(1.arus)/P(iitdtt) = (1-0,40)*(1/10)/0,53 = 0,1132 = 11,3% .

(B6) P(Beteg) = P(B[nd)*P(nd) + P(B|férfi)*P(férfi) = 0,30%0,50 + 0,20%0,50 = 0,25, tehat
P(férfi|B) = P(BIférfi)*P(férfi) / P(Beteg) = 0,20%0,50 / 0,25 = 0,40 = 40 % .

(B7) a) A feladat azt kérdezi, hogy P(masodik fin) =? A feladat elején leszogeztiik, hogy a
gyermekek nemei egymastol fiiggetlenek, igy

P(mindkettd fii) = P(mdsodik fir) = P(fi) = p = 50% .

b) A feltételes valoszintiség:

P(X ésY)

P(Xhay)=
P(Y)
tehat:
P(két fid ES van fi u _ Pkétfiy  p-p

P(két fii HA i) = - ) |
(két fir HA van fiit) P(van fi() 1-P(nincsfit) 1-q-q

6=q=050 esetén: = 050:050 _1/4 _1 ;3333 3333,

©1-050-050 3/4 3

p=0.51 és q=0.49 esetén: = M ~0.3423 ~ 34.23 %,
1-0.49-0.49
c)
P(két ldny HA van ldny) = P(kétlany ES, vanlany) _ P(ke_tlam{) - 49
P(vanlany) 1-P(nincslany) 1-p-p

p=0=0.50 esetén: - _050-050 _1/4 :1 ~0.3333~33.33 % ..

~ 1-050-050 3/4 3

0.49-0.49

= ———— ~03245~3245%,
1-0.51.0.51

p=0.51 és q=0.49 esetén:
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d)

P(van ldany HA van fit) = P(van lanyESvan fid) _

P(van fil)
_ 1-P(csak fii) —P(csaklany) _1-p-p-p-q-q-q _q_ P-p-p
1-P(nincs fiu) 1-9-9-9 1-q-q-q
p=0=0.50. esetén = 1—1/—8 :1—1 :9 ~0.8571~85.71 % .
1-1/8 7 7
0.51-0.51-0.51

~ 0.84966 ~ 0.85 %,

p=0.51 ¢s g=0.49 eseten =1-
1-0.49-0.49-0.49

(B8) Legyen dr:=drogos, ndr:=nem drogos (komplementer), pt:=pozitiv teszt. A Teljes
valdsziniiség- és Bayes tétele alapjan

P(pt) = P(pt|dr)*P(dr) + P(pt|ndr)*P(ndr) = 0.90*0.05 + (1-0.08)*(1-0.05) = 0.235
és

P(dr|pt) = P(pt|dr)*P(dr)/P(pt) =0.90*0.05/0.235~0,19149 ~ 19 % .

(B9) Jelolések: Ny=nyer, A1,A2 A3 =melyik ajtot valasztja eredetileg.
Legyen a nyeremény az A1 ajté mogott. Ha nem valt, akkor P(Ny)=1/3 .
Ha valt, akkor

P(Ny) = P(Ny és A1)+P(Ny és A2) +P(Ny és A,) =
= P(Ny|A1)-P(A1)+P(Ny|A2)-P(A2)+P(Ny|A2)-P(A2) = 0-1/3 + 1-1/3 + 1-1/3 = 2/3..

Ugyanezt az eredményt kapjuk akkor is, ha a nyeremény eredetileg az Az vagy az Az ajto
mogott volt. TEHAT (valdszinliség szerint, vagyis sok kisérlet esetén) :

valtaskor a gyakorisag (valosziniiség) kétszeresére emelkedik.

Hangsulyozzuk azonban, hogy a fenti szamitasok csak sok kisérlet esetén, nem egyetlen jaték
esetén igazak!
Lasd még: https://hu.wikipedia.org/wiki/Monty Hall-paradoxon

(B10) a) [MGy] Ha egyik asztalra egyetlen édes szorpot tesz, a masik asztalra a tobbit, akkor
a Teljes valosziniiség tétele szerint:

P(szorp) = P(szorp | L.asztal)-P(I.asztal) + P(szorp | [l.asztal)-P(Il.asztal) =
=15+ %9 Y =119~ 0,7368 = 74% < 75% .

Ha egyik asztalra s pohar édes szorp6t és k pohar keserti 16ttyot tesz, a tobbit a masik asztalra
(0<k,s<10, de 1<k+s<9), akkor hasonloan:

P(szorp) = (s/(s+k)+(10-s)/(20-s-K)) - /> (Y)

Az alabbi tablazatbol (sorok = k, 0szlopok = s) lathato, hogy az édes szorpok valdszinlisége a
fenti k=0, s=1 és k=10, s=9 esetekben a legnagyobb, de sajnos nem éri el a 75% -ot.
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A tablazat minden soraban megjeloltiik a legnagyobb elemet. A tabladzat szimmetrikus a
mellékatlora, a (V) képletbdl ez konnyen levezethetd (az asztalok felcserélésével). Az sem
véletlen, hogy mind a f6- mind a mellékatlokban 0.5 értékeket latunk.

K\s| 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 1 6 [ 7 1 & | 9 | 10 |
- - | --———- | —---—- R . | === | —=--—- | --——-- | ---——- R | ---——- !
0 | xxxxxx 0.7368 0.7222 0.7059 0.6875 0.6667 0.6429 0.6154 0.5833 0.5455 0.5000
1 ] 0.2632 0.5000 0.5686 0.5938 0.6000 0.5952 0.5824 0.5625 0.5354 0.5000 0.4545
2 | 0.2778 0.4314 0.5000 0.5333 0.5476 0.5495 0.5417 0.5253 0.5000 0.4646 0.4167
3 | 0.2941 0.4063 0.4667 0.5000 0.5165 0.5208 0.5152 0.5000 0.4747 0.4375 0.3846
4 | 0.3125 0.4000 0.4524 0.4835 0.5000 0.5051 0.5000 0.4848 0.4583 0.4176 0.3571
5 | 0.3333 0.4048 0.4505 0.4792 0.4949 0.5000 0.4949 0.4792 0.4505 0.4048 0.3333
6 | 0.3571 0.4176 0.4583 0.4848 0.5000 0.5051 0.5000 0.4835 0.4524 0.4000 0.3125
7 | 0.3846 0.4375 0.4747 0.5000 0.5152 0.5208 0.5165 0.5000 0.4667 0.4063 0.2941
8 | 0.4167 0.4646 0.5000 0.5253 0.5417 0.5495 0.5476 0.5333 0.5000 0.4314 0.2778
9 | 0.4545 0.5000 0.5354 0.5625 0.5824 0.5952 0.6000 0.5938 0.5686 0.5000 0.2632
10 | 0.5000 0.5455 0.5833 0.6154 0.6429 0.6667 0.6875 0.7059 0.7222 0.7368 xxxxxXx

b) 2:n pohar (n édes és n kesert) esetén, ha egyik asztalra k keserti és s édes poharat he-
lyeziink (masik asztalra a tobbit), akkor a 0<s+k <2n feltételek esetén, (V) -hoz hasonloan

P(szorp) = (s/(s+k)+(n-s)/(2:n-s-K)) - 1/~ (YV)

(B11) A vallomas ellendrzése: 0,24+0,22+0,26+0,28 = 1,00, ok.
P(Eeihuny) = P(Eethuny|Alatogat) *P(Alstogat) + ... + P(Eelhuny|Distogat) *P(Distogat) =

= 0,75*0,24 + 0,80*0,22 + 0,78*0,26 + 0,72*0,28 =0,7604~ 76 % .
P(Austogat|Eethunyt) = P(Eethuny|Alatogat) *P (Atatogat)/P (Eethuny) = 0,75*0,24/0,7604 ~ 0,2367 ,
P(Bitogat|Eethunyt) = P(Eethuny|Blatogat) *P(Biatogat)/P(Eethuny) = 0,80*0,22/0,7604 ~ 0,23146
P(Clatogat|Eethunyt) = P(Eeinuny|Ciatogat) *P(Catogat)/P(Eeihuny) = 0,78*0,26/0,7604 =~ 0,2667
P(Diatogat|Eethunyt) = P(Eelhuny|Diatogat) *P(Dratogat)/P(Eeinuny) = 0,72*0,28/0,7604 = 0,26512

Tehat, a fenti szamitasok szerint Monsieur Poirot legnagyobb valosziniiséggel Clemency
Leonidest gyanusithatja meg Eustace Leonides megggyilkolasaval.

Megjegyzés: Ha csak a legnagyobb / legkisebb megforditott feltételes valosziniiségeket kell
meghataroznunk, akkor a k6z6s nevezd, P(Eeihuny) értékét nem kell kiszamitanunk, elegend6
csak a szamlalok, P(E|A)*P(A), stb. értékeit kiszdmolnunk.

(B12) Osszes készlet = 13+7+0,1+2 = 22,1 t, tehat P(biikk) = /221, P(fenyd) = /221 ,
P(éger) = “Ya21, P(tolgy) = %221 . Tehat

P(hibatlan) = (1-0,02)-33/2,1 + (1-0,05)- /221 + (1-0,005)-0Y/221 + (1-0,007)-%/221 = 0,971 74 .
fgy P(éger | hibatlan) = (1-0,005)-%Y/2,1/0,971 74 =~ 0,004633 =~ 0,46 % .
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Fiiggetlenség

(F1) P(A)=8/32=1/4, P(B)=4/32=1/8, P(AB)=1/32, ¢és (1/4)-(1/8)=1/32 miatt A és B
valoban fiiggetlen.

(F2)a) P(A)=P(B)=1-P(A) =1-(5/6)>=11/36, P(AB)=P(AésB)=2/36, de
(11/36)? =121/36% # 2/36 = 72/36> miatt A és B nem fiiggetlenek.

b) P(A)=P(B) = 1-P(A") = 1-(5/6)° = 4651/7776 ~ 0,598 .
P(AB) = P(AésB) kiszamitasa most nehezebb: P(AésB) =1-P((AésB)) =1 - P(AvagyB’),
és P(AvagyB’) = P(A") + P(B) - P(A¢sB") = (5/6)° + (5/6)° - (4/6)° = 871/1296 ~ 0,672,
tehat P(AésB) = 1- 871/1296 = 425/1296 ~ 0.3279 .

Mivel P(A)-P(B) = (4651/7776)% =~ 0.35775 # 0.3279 = P(AésB), ezért A és B nem
fliggetlenek.

Megijegyzés: Erdekesebb, de nehezebb a kiovetkez6 kérdés: ¢) A =van 6-0s, B = nincs 1-es.

(F3) Két kocka lehetséges értékei:

AB
B AB
B B AB

|
___+ ____________________
|
|
|
|
|
| A A AB AB AB AB

o U W N

vagyis P(A)=11/36, P(B)=10/36, P(ANB)=7/36, igy
P(A|B)=P(ANB)/P(B) =7/10=0,7 > 11/36~=0,30556 = P(A)
P(BJA) =P(ANB)/P(A)="7/11~0,6363 > 10/36 ~0,277 78 = P(B)
tehat A és B mindketten erésitik egymast !
Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy
P(ANB) > P(A)-P(B)
esetén A és B mindketten erdsitik egymast, mig
P(ANB) < P(A)-P(B)

esetén mindketten gyengitik egymast kélcsonosen !
Tehat eseményeknél nincs aszimmetria, vagyis egyik gyengitenél a masikat mig a masik
erésitené az egyiket!

(F4*) Feltehetd, hogy példaul P(A)<P(B). Mivel nyilvan P(AB)<P(A), ezért
P(AB)-P(A)P(B) < P(A)-P(A)P(B) = P(A)(1-P(B)) < P(B)(1-P(B)) < [(P(B)+(1-P(B))/2]? =14
a (kéttagl) szamtani és mértani kozépre fennalld egyenldtlenség szerint.

Még azt kell belatnunk, hogy P(AB)-P(A)P(B) >-1/4 .
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Alkalmazzuk a fent bebizonyitott P(XY)-P(X)P(Y) < /s egyenlétlenséget az X=B, Y=A"
eseményekre (A = A tagadasa) :
P(BA )-P(B)P(A )<1/4. ()

A BA és BA események egymast kizaroak, és BA +BA=B, ezért P(BA ) = P(B)-P(BA).
Igy (%) szerint

1/4 > P(BAT)-P(B)P(A") = (P(B)-P(AB)) - (P(B)-P(B)P(A)) = P(A)P(B)-P(AB),
atrendezve: P(AB)-P(A)P(B) > -1/4 .

Megjegyzés: A bizonyitott egyenl6tlenség éles: ha példaul A=B = egy érmét feldobva "fej",
akkor P(AB)-P(A)P(B) = P(A)-P(A)? = 1/4. Ha pedig B = A~ , akkor P(AB)-P(A)P(B) = 0-
1/4=-1/4 .

(F5) a) 0.99%%°~0.0255=2.55% , még 3% sincs
b) 0.999%%° =~ 0.694 = 69.4% és
0.9999%%° ~ 0.964 = 96.4% " kdzel 97%-os a valdsziniiség " .

(F6*) Mindenekel6tt nyilvanvald, hogy A és B valdban fiiggetlen, hiszen az elsé dobas
eredménye fliggetlen a méasodiktol. Az A és a C (illetve a B és a C) azonban nem latszanak
eleve fiiggetlennek, de P(A)P(C) = 1/4 = P(AC) és hasonloan P(B)P(C) = P(BC), igy valoban
fliggetlenek.

Ugyanakkor A is, B is és C is éppen akkor kovetkezik be, ha a masik két esemény koziil
pontosan az egyik, igy barmely kettd valoban meghatarozza a harmadikat.

Megjegyzés: ([SzG]) Ez a paradox jelenség azt mutatja, hogy az események pdronkénti fiig-
getlensége egyaltalan nem jelenti azt, hogy az események osszessegiikben is fiiggetlenek. Ha
ez utobbit szeretnénk kifejezésre juttatni, akkor — mint lattuk — a pdronkénti fiiggetlenségnél
tobbet kell feltételezni. Események valamilyen halmazat akkor nevezziik teljesen fiiggetlen-
nek, ha akarhogyan valasztunk is ki koziiliik véges sokat, példaul az Ai,Az,...,An eseménye-
ket, ezekre mindig teljesiil a

P(A1A2...An) = P(A1)P(A2) ... P(An)

egyenldség, vagyis az egyiittes bekdvetkezésiik valoszinlisége mindig egyenld a kiilon-kiilon
vett valoszintiségeik szorzataval.

(F7*) A 32 illetve 16 eset részletes szamolasat lasd a kovetkez6 oldalakon.

Megjegyzés: Mint lattuk az a) és b) feladatban: a tévedés valoszinlisége nem csokken,
hanem megné (0,7% -rol 1,2% -ra) akkor, ha E (akinek a tévedése a legvaldsziniibb) feladja
onall6é véleményét, és mindig gy dont, ahogyan A (aki a legritkabban téved) ! Ez a para-
doxon is arra vilagit ra, milyen meglepd helyzetek allhatnak eld, ha a szavazok feladjak 6nallo
véleményiiket. Székely Gabor [SzG] -ben tovabbi példakat is ismertet.
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A=A téved, P(A) =0.05= 5%, A = A nem téved, P(A) = 0.95,
B =B téved, P(B) =0.05 = 5%, B = Bnem téved, P(B) = 0.95,
C' = C téved, P(C) =0.10 = 10%, C =C nem téved, P(C) = 0.90,
D =D téved, P(D)=0.10= 10%, D = D nem téved, P(D) = 0.90,
E =E téved, P(E) =020 = 20%, E =E nem téved, P(E) = 0.80,

Osszesen (ki téved és ki nem): 2° = 32 eset

5)
pontosan harom téved <=> ketto ok, ( 9) = 10 eset:

P(ANBNCND NE)=005-005-01-(1-01)-(1—-02)=000018
P(ANBNC NDNE)=005-005-(1-01)-01-(1—02)=0.00018
P(ANB NCNDNE)=005-(1-0.05)-0.1-0.1-(1—0.2) =0.00038
P(ANBNCNDNE)=(1-005)-005-01-0.1-( )

P(ANBNC ND NE)=005-005-(1—01)-(1—0.1)-0.2=4.05 x 107
P(ANB NCND NE)=005-(1—005)-01-(1—-0.1)-02=855x 10~
P(ANBNCND NE)=(1-005)-005-01-(1-0.1)-02=855x 10~

)
)
P(ANB NC NDNE)=005-(1-005)-(1-01)-0.1-02=855x 10~
)
)

1—-0.2) =0.00038

P(ANBNC NDNE)=(1-005)-005-(1-0.1)-0.1-02=855x 10~
P(ANB NCNDNE)=(1-005)-(1-005)-01-01-02=1805x 107%

5
pontosan négy téved ( (l) = 5)

P(ANBNCNDNE ) =005-005-01-0.1-(1—02)=0.00002=2x 10~°
P(ANBNCND NE)=005-005-01-(1-01)-02=45x 107"

P(AﬁﬁmcmDmE —=005-(1—-005)-01-01-02=95x10"°
P(ANBNCNDNE

5
pontosan &6t téved (({J = l)

P(ANBNCNDNE)=005-005-01-01-02=50x10"°

)
)
P(ANBNC NDNE)=005-005-(1—01)-01-02=45x 10~°
)
) =

(1-005)-005-01-01-02=95x10""°

Osszesitve:

U.'[J"[J"[J'léi-2+{J.[J[J[J.T¥<‘:?.-2—!—4()5><l[]_i—l—855><l{,‘l_4 4+1805x 1073 +2x107°
+45x107°-24+95x107°-2+50x 107% = 7.055 x 107° = 0.007055 == 0.7%
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b) HA E mindig ugy szavaz, mint A : ekkor: E téved <=> A téved ,
és: P(ANE)=P(A)=005 és P(ANE)=P(A)=09.
pontosan "harom" téved:
P(ANBNCNDNE)=095-0.05-0.10-0.10 =4.75 x 10~*
P(ANBNC ND NE)=005-005-090-090 = 2025 x 1077
P(ANB NCND NE)=005-095-010-090 = 4275 x 10~*
P(ANB NC NDNE)=0.05-095-0.90-0.10 = 4275 x 10~*
"négv" téved:
P(ANBNCND NE)=005-005-0.10-090 =225 x 10~
P(ANBNC NDNE)=005-005-090-0.10 =225 x 10~*

P(ANB NCNDNE)=0.05-095-0.10-0.10 =4.75 x 10~*

pontosan

pontosan "6t" téved:
P(ANBNCNDNE)=005-005-01-01-02=50x10"°¢
Osszesitve:

475 % 107 +2.025 x 1073 +4.275 x 1073 +4.275 x 1073 +2.25 x 1074+
+225 x 107 +475 x 107 +50x 107°=0.01198 =~ 12%

Diszkrét eloszlasok

(D1) [Szl2021] 7.27. Allitasa felhasznalasaval:
P(£<9) = P(E=1)+..+P(&=9) = 0,35 + (1-0,35)-0,35 + ... + (1-0,35)%-0,35 = 1-(1-0,35)°
~ 0,979288 ~ 98 % .

(D2) P(é<7) = (1-0,15) + 0,15-(1-0,15) + ... + 0,15°(1-0,15) = 1-0,15" =~ 0,999998 =~ 100%
(D3) Legyen A:="legalabb egyik hatos", ekkor p=P(A)=1-P(A")=1-(5/6)>=11/36.

P(&<4) = 1-(1-p)* = 1-((5/6))* = 0,7674 = 76,7% .
£ eloszlasa: P(E=k) = (1-p)<-p = (5/6)*- (1-(5/6)%) ahol k=1,2, .....

M(&) =1/p=36/11=3,22727, D(£)= —Vlgp =\(5/6)? | (1-(5/6)?) = 30/11 ~ 2,727 .
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(D4) P(E<k) = 1-(1-0,75)*> 0,99 « 0,01 >(0,25) <> logo5(0,01) =~ 3,322 <k , tehat 4
kalapécsiités elegendd.

(D5) a) Kezd6 nyer = 1. dobasa ok VAGY (elrontja és 2. elrontja és Kezd6 2. dobasa ok)
VAGY (...) ..., 1igy (a mértani sorok dsszege alapjan)

P(Kezdé) = 0,5 +0,5°+0,5°+...=0,5-1/(1-0,5%) =2/3=0,6667 = 66,7%
P(Masodik) = 0,52 + 0,5* + 0,58 + ... =0,5%1/(1-0,5%) = 1/3~0,3333 = 33,3%
tehat Kezdd kétszer akkora valdszinliséggel nyer.
b) A fenti gondolatmenethez hasonléan (Qe := 1-pe és Qm = 1- pm) :
P(Kezdd) = pe +Qequpe + (Qeqm)?Pe +... = pe/(1-0eqm) = Pe/(Pm+Pe-PmPE)
P(Mésod.) = Gepm + GeqmEPM + (QEAM)’GEPM + ... = Qepm/(1-0edm) = (1-pe)pm/ (Pm+Pe-Pmpe)
Ellenérzés:  pe/(pm+pe-pmpe) + (1-pe)pm/(Pm+pe-pmpe) = 1, ok.

Megjegyzés: Kezdo és Masodik esélye pontosan akkor egyenlo, [ /
ha pe=(1-pe)pm (nevezdk azonosak), vagyis pm = pe /(1-pe), T Ay
vagy masképpen: pm/pe = 1/(1-pe), dea O<pm<l feltétel miatt =/

csak pe<1/2 johet szoba (ez nyilvanvald: nagyobb pe esetén mar
nem lehetnek egyenld esélyek). A mellékelt abran pm és pm/pe S
értekeit lathatjuk 0<pe<1/2 esetén. L

(D6) Legyen & :=a szdamla végisszege és M := vdsarlo nyeresége. EKkor
E=k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1
PE=K) Yo Yo tho Yo Yo Yo Yo Yo Yo o Yo
tehat ) eloszlasa:
n==« -2 -1 0 1 2
P(n=¢) 2ho %o %0 2ho  *ho
ami alapjan  M() = %10:(-2-1+0+1+2) =0, M(?) = 2/10:(22+1%40%+1%42%) = 2, igy
D?(n) = M) - M%) =2-0=2 ¢és D) =2~ 1,414

(D7) a) Itt nincs valoszintiség (T a kezdeti homérséklet):

£=0,90-T<0,50T « k>logog(0,50)~ 6,5788,
illetve

£=0,90-T<0,10T < k>1logoo(0,10)~ 21,8543,
b)

P(&>5) = 1-P(£<5) = (1-0,15)° = 0,85° ~ 0,4437 ~ 44% ,
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P(£>100) = 1-P(£<99) = (1-0,019)* = 0,981%° ~ 0,1497 =~ 15% .

(D8) Nyilvan Q = {Gsszes sorrend}, vagyis |QQ|=N! Legyen

Sk:="a k-stratégia mellett Szindbad a legszebb hélgyet valasztia ki" (K<N rogzitett),
és
Ai :="a legszebb hdlgy i -ként érkezik" (1<i<N).

Ekkor P(Ai) = (N-1)I/N!'=1/N.
Tovabba i<k esetén P(Sk|Ai)=0 (az els6 k holgyet mindenképpen elengedi), és i>k esetén
akkor sikeriil a leges-legszebbet valasztania, ha az elsé i-1 elvonul6 koziil a ("masodik") leg-

szebb az elsé k holgy kozott vonult el, aminek valosziniisége (K<i<N rogzitettek) :
P(SkJAi) = k/(i-1) . Tehat
N N-1
LA
N i

P(S) = 5 P(SHA)P(A) = — 3 K —

N i= .l+l i=k

Lasd még [MOE, 40.0.] és [SzG, 196.0.].

(D9) Ez hipergeometrikus eloszlas: 6sszes=120, lejart=120-0,05=6, kivalaszt=10.
()
(10)

b) P(E<3) = P(6=0) + P(&=1) + P(&2) + P(&3) =
BN s IR e S
(1lzoo> (11200> (1lzoo> <1lzoo>

0.586367+0.335067+0.071 123+0.007 090 =~ 0.999647 =~ 100%

a) P(E=2)= ~0,0711 = 7%

u

(D10) a) A kezdeti évben Jo=0 és Lo=£>3. Minden juhnak minden évben atlagosan u darab
utdda van, amelyeknek atlagosan p -ed része nem tarka, vagyis Labannal marad , q=1-p -ed
részét pedig megkapja Jakob. Tehat

Ln+1 = Ln + Uan = (1+Up)'Ln
és

Jn+1 = Jn + U\]n + Uan = (1+U)'Jn + qun s
ahonnan Ln = Lo:(1+up)" .

Mivel nyilvanvaloan a juhok osszes szdma
On = Ln+Jn = (LO+JO) (1+U)n LO (1+U)n

ezért Jn = On - Ln = Lo-(1+u)" - Lo-(1+up)".
Tehat
Jn/Ln = [Lo-(1+u)"-Lo-(1+up)"] / [Lo-(1+up)"] = [(2+u)/(1+up)]" -
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ami valoban exponencialisan gyorsan végtelenhez tart az n ndvekedésével, vagyis idovel
Jakob valdban dsszehasonlithatatlanul gazdagabb lesz Labannal.

b) n=14 esetén Jn/Ln=[3/2,8]* -1~ 1,6272, ami tobb, mint masfélszeres!
Sét, 20 év multaval (azaz n=20), Jn/Ln=3 (haromszoros!).

Megjegyzés: ([SzG]) Erre a paradoxonra tobb misztikus magyarazat sziiletett. Mar a Biblia
maga is tartalmaz egy ilyent: https://szentiras.hu/KNB/Ter30 . Mint Rényi Alfréd felhivta a
figyelmet: ez a paradoxon minden misztikum nélkiil, egyszerii matematikai kovetkeztetéssel
is megérthetd, mégpedig arra épitve, hogy Jakob sohasem adott vissza juhokat Labannak,
Laban viszont mindig odaadta juhainak egy részét Jakobnak. (Lasd: Rényi A.: Sztochasztikus
folyamatok a biologiaban, Természet Vilaga, 1980. marcius—aprilis.)

(D11*) a) Jelolje Mar az FF-hez sziikséges dobasok szamanak varhato értékét ha az elsd
dobés F, és Mar abban az esetben, ha az elsé dobas I, tehat M(FF) = (Mar+Mai)/2 . Ekkor

Mar = 1+(1+Ma))/2  és  Ma = 1+(Mar+Ma))/2 , (#)

ugyanis: az elsé dobas F (mar dobtunk egyet) utan vagy F kovetkezik és OK (+1 dobas, 50%)
vagy I kovetkezik, ami +Maj dobast jelent (50%); és hasonloan: az elsé dobas [ (mar
dobtunk egyet) utan vagy F vagy I kovetkezik (50%-50%), vagyis atlagosan még
(Mar + Maj)/2 dobés.

A (#) egyenletrendszer megoldasa Mar=5 és Ma=7, tehat az FF-hez sziikséges dobasok
atlagos szama M(FF) = (MartMa))/2 = 6.

b) Hasonloan, legyen Mor és Moi az Fl -hez sziikséges dobasok szamanak varhato értéke
ha az elsd dobas F illetve I. Ekkor

Mbr = 1+(Mbrt1)/2  és  Mpi = 1+(MbrtMp))/2 €Y))

ugyanis: az elsé dobas F (egyet mar dobtunk) utan vagy F kovetkezik ami +Mbpr dobast jelent
(50%) vagy I kovetkezik és OK (+1 dobas, 50%); és hasonldan: az elsé dobas I (egyet mar
dobtunk) utan vagy F vagy I kovetkezik (50%-50%), vagyis atlagosan még (Mbr + Mp )/2
dobas.

A (#4) egyenletrendszer megoldasa Mbr=3 €s Mo=5, tehat az Fl-hez sziikséges dobasok
atlagos szama M(FI) = (Mpr+Mb))/2 = 4.

Megjegyzések: Tudjuk, hogy a dobasok soran F és 1 valoszinlisége ugyanannyi, sot
barmelyik F vagy I utdn ugyanakkora valdszintiséggel kovetkezik akar F akar I, valamint az
FF és FI sorozatok valdszinlisége is ugyanakkora. Mégis, a feladat eredménye szerint, a
dobassorozatok soran (atlagosan) hamarabb kapunk FI sorozatot, mint FF sorozatot!

Bebizonyithatd, hogy az n hosszsagii F - I sorozatok koziil arra kell a legtobbet varni,
amelyik kizarolag F-ekbél vagy kizarolag 1-kbdl all. Ilyenkor atlagosan 2"1-2 a sziikséges
dobasszam, de a lehetd legkevesebb atlagos dobasszam is 2", példaul akkor, ha addig dobunk,
amig n-1 darab F és egy ezt kovetd [ nem fordul eld. Tehat majdnem kétszer annyi ideig kell
varni a tiszta F blokkra, mint erre a masikra, annak ellenére, hogy ugyanolyan
valoszintiséggel kovetkezik be korabban a tiszta F blokk, mint a masik. [SzG]
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Poisson eloszlas

(P1) Aioodkg = 50 (atlag) => Asodkg = 50/10 =5 => P(£=7) = (57/7!)-e” = 0,104445 = 10,44%

(P2) 7\,60perc = 11 (étlag) => >\.15perc = 11/4 :2,75 => P(&SZ) = P(&ZO)'FP(&:I)"'P(%:Q.) =
= (2,75%0!1 + 2,75Y1! +2,75%/21)-¢>™ =~ 0.481 457 =~ 48% .

(P3) Aiom= 6 (tlag) => ham=4/10-6=2,4 => P(E<3) = P(E<2) = P(E=0)+P(E=1)+P(¢=2) =
= (2,901 + 2,4Y/11 +2,4%/21)-¢2% = 0.569 708 = 57% .

(P3) &=1 palackban levé kavicsok szama => A =300/1000=0,3 ,
P(£22) = 1-P(g<1) = 1-P(E<1) = 1 - (P(&=0)+P(&=1)) = 1 - (0,3°/0! + 0,3"/11)-¢** =
~ 0,036 936 ~ 3,7% .

(P5) Aiev =3 (atlag) => hinap=3/365 => P(£=0)= ((3/365)%0!)-e™3/35 = 1.¢3/365
~ 0.991 815 =~ 99% .

Folytonos eloszlasok

(f1) Megoldas: Nyilvan F(0)=0, F(R)=1 és 0<x<R esetén
F(X) = P(é<x) = (x¥/m)/(R%*m) = X?IR? |
tehat 0<x<R esetén f(x) = F'(x) = 2x/R? .

(f2) Megoldas: Legyen &:= mennyi ideig toltjiik a lufit, igy 0<x<10 esetén fe(x)=1/10 és
Fe(X)= = P(E<x) = x/10. A lufi térfogata &V, valamilyen Vo, pozitiv szamra (0<EVo<10Vo).
Jeldlje 1 a lufi atmérdjét, nyilvan EVo = 4(m/2)°n/3, azaz 1 =2-3N(3EVo/4n) (kobgydk), és
0<n< 2-3V(30Vo/4m). Igy a keresett eloszlas:

Fo(t) = P(<t) = PQ2-3N(3EVo/4m) < t) = P(E<A(t/2)%1/3Vo) = F(4(t/2)*r/3Vo) =

= 4(U2)3T[/30V0 = Co't3 ) ( Co= 4(1/2)37[/30V0 )
és
fu(t) = 3co't? (0<t<23(30Vo/A4n))

Megjegyzés: ElsO olvasasra a végeredmény ellenkezhet a szemléletiinknek. Ugyanis a stri-
ségfliggvény ott nagyobb, ahol az eloszlas is nagy, a kapott végeredmény szerint ez a legna-
gyobb t -nél van, marpedig a szemlélet szerint a legnagyobb lufiatméré a legritkabb. Azonban
a kis atmérdkon hamar atjut a lufi, a nagyobbak esetén mar hosszabb id6 kell a ndvekedéshez.
fgy hosszabb idéintervallum kell nagy 4tmérd esetén ugyanakkora novekedéshez, mint kis at-
mérd esetén. Hosszabb idéintervallumhoz pedig nagyobb valosziniiség tartozik. (A kis atmé-
ré6k hamar elmulnak, a nagy atmérék jobban megmaradnak.)
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Exponencialis eloszlas

(el) Atlag=M(&) = 1/L =100 (6ra), tehat A =1/100 (1/6ra), igy

a)
70

P(& > 70) =1—P(£ < 70) =1— F(70) = 1—(1—e1°0j =0,4966

b)  P(E>100) =1 - P(<100) = I - F(100) = 1 - (1-exp(-100/100)) = 1/e ~ 0,36788 = 37%

Megjegyzés: A b) feladatban lattuk, hogy A , vagyis M(§) Iényegtelen: fetszoleges exponen-
cialis valoszintiségi valtozora P(EEM(E)) = 1/e =37% .

A 37% kevésnek tlinik ahhoz, hogy egy (11j) késziilék legalabb az atlagos €lettartamot meg-
érje. Ennek oka egyrészt az, hogy az atlag nem azonos a névleges vagy a garancialis élettar-
tammal, tehat példaul lehet néhany matuzsalemi gép is. Masrészt az exponencialis eloszlas
nem oregedd, ami a valosagban legtobbszor nem teljesiil. Vagyis az altalunk hasznalt képlet a
valdsag leegyszerisitése (iskolai feladatokhoz), a valdésag ennél joval bonyolultabb.

(e2) Legyen & :="a varakozasi id8" (perc). Ekkor a feltétel szerint
P(&>6) = 1-P(£<6) = 1-F(6) = 1 - (1-e™%) =e™0=0,3

ahonnan -A-6 =1In(0,3) és A=-In(0,3)/6 ~0,20066, az atlagos varakozasi id6 M(&) = 1/A
~ 1/0,20066 ~ 4,98 (perc). (Folytonos valdsziniiségi valtozoknal P(E=c) = 0.)

A feladat olyan t id6t keres, amelyre
P(E<t) =F(t) = 1-e™ =1-e™=0,9
ahonnan -At=1In(0,1) és t=-In(0,1)/A~=-In(0,1)/0,20066 ~ 11,47 (perc).

(e3) Legyen & a hivas hossza, 0a a folytonos alapon szamlazott dij, 0 a perc alapon szamla-
zott dij. Ekkor
M(0a) =20-M(§) =40 Ft  és M(0s) = 15-M([E]+])

ahol [&] egész része & -nek. Ismert ([Szl 2021]), hogy n=[£]+]1 geometriai eloszlas a p, =
1-e* paraméterrel, ahol Az =1/ a & valdszinliségi valtozo paramétere. Esetiinkben As =
=1, és py=1-e12=0,393 47, tehat M(n) = 1/p, = 1/(1-e¥?) =~ 2,5415 és

M(8g) = 15-M(n) = 15/(1-e¥?) ~ 38,12 Ft .
Megjegyzés: Ha a B tarsasag percdija 16Ft/perc, akkor a fizetend6 dij M(0g)~ 40,66 Ft.

(e4) a) Egy gumi (atlagos) élettartama, & exponencialis eloszlas, M(§) = 1/A = 30.000 (km),
tehat A = 1/30.000 (1/km), igy P(egy gumi kibirja az utat) =

P(£>6342) = 1-F¢(6342) = 1- (1-exp(-1/30.000-6342)) = g"8342/30.000 - 9 80945 ~ 81% .
b) Négykerekii auto esetén P(mind kibirja) = 0,80945% =~ 0.4293 ~ 43% .
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Normalis eloszlas

(N1)
P(& > 29) =1—P(E > 29) =1 F(29) =1—q>(%31j —1—(-0,3333 =11+ B(0,3333 = d(0,3333 = 0,

~62,93% valodszinliséggel lesz egy szelet 39 grammos.

(N2) Legyen &= "valodi hémérséklet", = "josolt hdmérséklet", normalis eloszlasok.
Ekkor a feladat szerint n=&-(~ N(-2,4). A kérdés: P(20<E<24), de mivel (=22, ezért
20<E<24 azonosa 20-22<&-(<24-22 azaz -2<n <2 feltétellel, vagyis

P(20<£<24) = P(-2<n<2) = Fn(2)-Fy(-2) = ®(@ D) - d(Z2D]5) = O (1)-D(0) =
~0,8413 - 0,5000 = 0,3413 = 34% .

(N3) P(£<102) = Fe(102) = &(191%5) = d(*/5) = 0,99 .
A tablazat szerint ®(2,34)=0,99 , ahonnan %/ =2,34 és o = 2/234~ 0,8547 (dKkg) .

(N4) P(180<¢) = 1-P(£<180) = 1-F¢(180) = 1- d(18-1%0)/;;) =~ 1- d(-0,909) =
=1 - (1-®(0,909)) = ©(0,909)) ~ 0,8186 ~ 82 % .

(N5) n=¢& +...+ & esetén n~N(my,0n) ahol m,=8%*75=600 ¢és
on =8 *15~2,8284%15 ~ 42,4264 .

A kérdés: mekkora X esetén lesz P(<x) =0,99 2 Nyilvan P(n<x) = ®(*6%/4;43) , és
mivel @ (2,34)=0,99, ezért *8%0/;,43=234  ahonnan x =698,5 = 700(kg) .

(N6) Legyen &~N(4;0,7) egy nap felhasznalt cement, igy az egy heti felhasznalas
n=E& ++...+ &, ahol N~N(mn,0y), My=5%4=20 és o, =5 *0,7 = 1,5652.
Tehat

P(M<19) = F;,(19) = ®(1%29/, 565) = O(-0,639) = 1- ®(0,639) ~ 1-0,7389 ~ 0,2611 ~ 26% ,
vagyis Peti siirgdsen keressen mas allast, vagy hozzon otthonrdl min. 2q cementet, mert

P(n<21) = Fy(21) = O(?129/; 565) = D(0,639) = 0,7389 =~ 74% .

(N7)  P(ffi>né) = P(ffi-n6>0) =? , n = ffi-nd ~N(my,or) ahol m,;=190-180=10 és
on = V(112+10%) ~ 14,8661, tehat
P(ffi>nd) = PM>0) = 1- PM<0) = 1- Fy(0) = 1 - ®(O1V/1486) =~ 1 - B(-0,6727) =

=1 -(1-®(0,6727)) = ®(0,6727) ~ 0,7486 ~ 75 % .
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Centralis hatareloszlas tétel

(C1) Legyen n amegjelenék szama, ekkor 1 valojaban binomialis eloszlasu, m, =
np=300-0.9=27C vérhato értékkel és oy =,/np(l— p) =+/300-0.9-0.1=5.2 szérassal.
A CHT szerint n normalis eloszlassal kozelithetd, igy

a)

P(260< 77 <280 = F, (280 - F, (260 ~ @(280 2705 »(200=279

=2d(1.92) —1=0.94595%

b) x=?: P(n<x)=0.9, tehat F,(x)=0.9= CID(X 270

X—270

)=09,

ahonnan =128 és X=2766.

c) Ha a bejelentkezett személyek szama n , akkor my;=np=n-0.9 és o,=(n-0.9:0.1)=
0.3Vn. A feladat kérése P(7<300=099 , tehat

300—n0.9 300—n-0.9
ST 099 => 2TVYY 532 =5 n0.9+0.696V/n —300=0
« 0.3Vn ) 0.3Vn
2
s n=—0.696i\/0.615%6 +120009 _1o0s _o 1 Zaqg

(C2) a) A:=1/M(&) = 1/2000 = 0,0005 , igy
P(L500< £ <3000) = F, (3000) - F, (1500) =1—e°"° — (1—e %) = 0.25 = 25%

b) (&it...+¢100)/100 mar normalis eloszlas, varhato értéke m = me-100/100 = me= 2000 és
szorasa o =o¢/ V100 =200, hiszen o¢= 1/As= 2000 volt, vagyis &~ N(2000200). igy

PL500< & < 3000) ~ ¢(3OOO 2000, _ ,1500— 2000) 1— (- $(2.5)) = 0.9938 .

200 200
¢) P(E>%)=098 => 1-F.(x)=098 => e 200,98 => x=—2000In0.98=404 .
B PE=X=098 => 1-Fy,(9=098 => 1-4(* 2% ~098=4206) =>
= X_ZOOO:_Z_OG => x=1588 .
200

e) P(2000-x<£<2000+x) = F(2000+x) - F(2000-x) = 0.8 =>
=> 1 (2000X)/2000_ (7 _ ¢-(2000%)/200) _n g =
=> 1 - gl -gN2000 | 14 gl .gu2000 = gl _x2000 X200 = 0 8 =>

=> g0, x/2000-08.6=217 => =y => y2.217y-1=0 =>
217£217% +4

=> Y= > =. => y, =256, y, =negati\ nem jo,

=> x, =20001In2.56=188C.
Tehat az intervallum: (2000-1880, 2000+1880) = (120, 3880) .
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f) A "K-szor szigma szabaly" alapjan P(m—ko <& <m+ko)=2D(k)-1=0.8 =>
=> (k)= 1.8/2=0.9 = 0(1.28) => k=1.28 ,

Tehét az intervallum: (2000-1.28-200, 2000+1.28-200) = (1744, 2256).

Megjegyzés: Vegylik észre, hogy 100 izz6 atlagara vonatkozé intervallum sokkal sziikebb,
mint egyetlen izz6é, hiszen 100 izz6 atlaganak szordsa kisebb (1/10 része) egy izz6énal.

(C3) ¢ Bernoulli eloszlasu, m:=1000-Ys, os=(1000-/6-/5), de n=1000 miatt & -t
normalisnak is tekinthetjiik.

a) A relativ gyakorisag {=&/1000, és a fentiek alapjan
¢ = Cio00 ~ N(Mz1000, 6:/1000) = N(Ys , V(Y66 /1000)) ~ N(0.1667, 0.0118) ,
és
P(0.16<(<0.17) =~ ®(O17016671)1y5116) - D(O16-02867)/5 0118) =~ D(0.28)-D(-0.57) =
~ 0,6103 - (1-0,7157) = 0,3260 ~ 33%.

b) A "K-szor szigma szabdly" alapjan P(m—ko <& <m+ko)=2d(k)-1=0.9 =>
=> O(k) = 1.9/2 = 0.95 ~ &(1.645) => k=~ 1.645 ,

tehat az intervallum: (Y6 -1.645:0.0118 , /6 +1.645-0.0118) ~ (0,1473, 0,1861) .
C) n guritas esetén, az a) részhez hasonloéan {n ~ N(Ye , V(Y6/6 /n)), majd a "k -szor szigma
szabaly" alkalmazéasahoz elészor Kk -t kell megkeresniink (mg =/e) :
cn - Y6 | < 0.01 = k-or = kN6l In) => k= 0.01N(Me-%l6 In) = 0.0268-Vn,
tehat
P(|¢n - Y6 | < 0.01) = 2:D(k)-1 = 2:®(0.0268 \n)-1=0.9 =>
=> @(0.0268 ¥n) =1.9/2 = 0.95 ~ &(1.645) => 0.0268 Vn = 1.645
=> n=(1.645/0.0268)> = 3767,58 ~ 3768 .
Tehat a kockat legalabb 3768 -szor kell feldobnunk.

(C4) & valodjaban Bernoulli eloszlas, tehat

. _ 100 1\ /1\* 100 1
o () ()" ()" () 3

I. megoldas: Zsebszamologéppel reménytelen ezt kiszamolni, tehat hasznaljuk a Stirling
formulat:

(100) 1 100! (100) ™ . /27100 (129)" . /27100
0) 2G0T () g () 100m 2
100 e 1\'" V27100 2 1 o
e :\/ ~0.079 788 =~ 8%
e 50 2 1007 1007 507



II. megoldas: Kozelitsiik &-t 1 Poisson eloszlassal: A =mg = 100-1/, =50, és ismét a
Stirling formulat hasznaljuk:

, _ - 500 5030
P(£=50) = e0 . ~ 056 419 =~ 5.6%

50! eao.(ifo)f’ﬂ.,ﬁﬁ.g \/100“

Megjegyzés: azért kaptunk jelentdsen eltéré eredményt, mert & és 1 is jelentdsen eltérnek:

0, = VA =502 T.0T1068 | #| e = /100§ -1 =5

aminek az az oka, hogy p =1/ messze van 0 -tl.

II1. megoldas: Kozelitsik & -t a Moivre Laplace képlettel: m =m:=100-Y, =50, o:=
=(100-Y2Y2) =5, tehat

50.5 — 50 49.5 — 50 o
—o( ) () =®(01) (1 -®(0.1)) =
o :J

—2-3(0.1) — 1 = 2 - NormalDist (0.1) — 1 ~ 0.079 656 ~ 8%

P(49.5 < £ < 50.5

—

Megjegyzés: Hasonld szamolasokkal kapjuk:
P(49.9 < £ <50.1) =2 0.016 = 1.6% és P(49.1 < £ < 50.9) = 0, 1428 = 14%

Az eltérések oka nyilvanvalo, és a tanulsag az, hogy a "pontosan 50 fej" kijelentést folytonos
valdszinliségi valtozé esetén nem mindegy, hogy milyen intervallummal jelképezziik.

b) Szintén a Moivre-Laplace tétellel szamolunk, az a) részhez hasonléan:

)9— 50

P(B9 <& =1-2 ( ) =1—®(1.8) = 1 —NormalDist (1.8) ==

~1—0.964 = 0.036 =~ 3.6%

c)
55 — 50 o y
P(55< &) =1-0 ( _ ) —1-® (1) = 1—NormalDist (1) ~ 1—0.841 = 0.159 ~ 16%
2
d)
55 — 50 45— 50
P(45<§<5-5)—11>(H _ ) —ap( R ) —2-3(1)—1 = 2-NormalDist (1) — 1 ~
) s ]

~ 2-0.841345 — 1 = 0.68269 .

56 — 50 44 — 50
P(44<§<56)=‘1’(} - )—‘1’( — )=2-«1)(0.8)—1:2-.\1mmalDist (0.8)—1 ==

5] 9]

~2-0.788145—-1=0.57629 .
Megjegyzések ([SzG]): Meglepé modon az a) esemény valdsziniibb, mint b). Annak valo-
szinlisége viszont, hogy C) legalabb 55 fejet dobunk, mér kb. 16%, vagyis ez a valdsziniiség

kétszerese a) esélyének, ellentétben b) valdsziniiségével, ami @) valosziniiségének még a felét
sem érte el.

26



Felhasznalt és ajanlott irodalom
[J1 1991] Joo Istvan: Egy elemi kombinatorikai probléma, Matematikai Lapok, 1993,15-18.
[KoMaL] Csatar Katalin, Harré Agota, Hegyi Gyorgyné, Lovey Eva, Morvai Eva, Széplaki

Gyorgyné, Ratko Eva: Valdszintiségszamitasi feladatok
https://www.komal.hu/cikkek/valszam/valszam.h.shtml

[MGy] Miholcsa Gyula: Labirintus - logikai és egyéb fejtordk, Appendix konyvkiado 2001,
Marosvasarhely.

[MOE] Mihalykéné Orban Eva: Valésziniiségszamitdsi példatdr informatikusoknak, Typotex,
2011, https://dtk.tankonyvtar.hu/handle/123456789/7496

[RA] Robin,A.C.: A quick approximation to the normal integral, The Math. Gazette vol 81,
(1997) March, pp. 95-96.

[SzG] Székely J. Gabor: Paradoxonok a véletlen matematikdjaban, Miiszaki Kiado, Budapest
1982, Typotex Kiado, Budapest, 2004.

[Szl 1991] Szalkai Istvan: Diszkrét matematika feladatgyiijtemény, Veszprémi Egyetemi
kiado, 1991.

[Szl 1993] Szalkai Istvan, Velleman,D.J.: Versatile Coins , Amer.Math.Monthly 100 (1993)
pp. 26-33.

[Szl 1995b] Szalkai Istvan, Velleman,D.J.: Rugalmas pénzérmék, Matematikai Lapok,
1992/3-4, (1995), 23-38. old.

[Szl 1999c] Szalkai Istvan: Egymdsba dgyazott FOR-ciklusok alkalmazdasa, Polygon, 1X
(1999) 55-58. old.

[Szl 2006] Szalkai Istvan: Diszkrét matematika és algoritmuselmélet alapjai, Veszprémi
Egyetemi Kiado, 2006.

[Szl 2012a] Szalkai Istvan: Mindennapi matematika, BIMT 2012,
https://www.bolyai.hu/files/Veszpr 2020 Mindennapi mat-201015.pdf

[Szl 2012b] Szalkai Istvan: Szemléletes analizis 1., Tankonyvtar, 2012.
https://dtk.tankonyvtar.hu/handle/123456789/3129

[Szl 2021] Szalkai Istvan: Valdszinliségszamitas alapjai szemléletesen, 2021,
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/walszam2021.pdf

[Szl 2022] Szalkai Istvan: Mesék a valosziniiségszamitasbol 1., Haladvany Kiadvany, 2022.
http://math.bme.hu/~hujter/220318.pdf , http://math.bme.hu/~hujter/halad.htm

[TR] Toki¢ Rudolf: Valészintiségszamitdsi paradoxonok, érettségi dolgozat, Zenta, 2014.
http://members.tippnet.rs/beres/01 diakjaim altal/Tokic Rudolf.pdf

[wiki-MH] Wikipédia: Monty_Hall-paradoxon

https://hu.wikipedia.org/wiki/Monty Hall-paradoxon
https://en.wikipedia.org/wiki/Monty Hall problem

[wiki-Norm] Wikipedia: Normal_distribution ,
https://en.wikipedia.org/wiki/Normal distribution

27


https://www.komal.hu/cikkek/valszam/valszam.h.shtml
http://www.szt.vein.hu/~szalkai/FiKozelit-sz+.gif
http://www.szt.vein.hu/~szalkai/Versatile.pdf
http://www.szt.vein.hu/~szalkai/MonthlyCL-.gif
http://www.szt.vein.hu/~szalkai/MatL92(Rug).pdf
http://www.szt.vein.hu/~szalkai/ForCiklusok.pdf
http://www.szt.vein.hu/~szalkai/Polygon9906cl-.jpg
https://www.bolyai.hu/files/Veszpr_2020_Mindennapi_mat-201015.pdf
https://dtk.tankonyvtar.hu/handle/123456789/3129
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/walszam2021.pdf
http://math.bme.hu/~hujter/220318.pdf
http://math.bme.hu/~hujter/halad.htm
http://members.tippnet.rs/beres/01_diakjaim_altal/Tokic_Rudolf.pdf
https://hu.wikipedia.org/wiki/Monty_Hall-paradoxon
https://en.wikipedia.org/wiki/Monty_Hall_problem
https://en.wikipedia.org/wiki/Normal_distribution

https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi normale

[wiki-Odds] Wikipedia: Odds,
https://en.wikipedia.org/wiki/Odds
https://de.wikipedia.org/wiki/Chance_(Stochastik)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Cote (probabilités)

[wiki-Szub] Wikipédia: Szubfaktoridlis,
https://hu.wikipedia.org/wiki/Faktoridlis => Szubfaktorialis
https://en.wikipedia.org/wiki/Derangement
https://fr.wikipedia.org/wiki/Probléme_des_rencontres

[wiki-Szul] Wikipédia: Sziiletésnap paradoxon,
https://hu.wikipedia.org/wiki/Sziletésnap-paradoxon
https://en.wikipedia.org/wiki/Birthday problem

28


https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_normale
https://en.wikipedia.org/wiki/Odds
https://de.wikipedia.org/wiki/Chance_(Stochastik)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Cote_(probabilit%C3%A9s)
https://hu.wikipedia.org/wiki/Faktori%C3%A1lis
https://en.wikipedia.org/wiki/Derangement
https://fr.wikipedia.org/wiki/Probl%C3%A8me_des_rencontres
https://hu.wikipedia.org/wiki/Sz%C3%BClet%C3%A9snap-paradoxon
https://en.wikipedia.org/wiki/Birthday_problem

