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0. Bevezetés

Els6sorban nem 1j eredményeket, hanem inkdbb 1ij szemléletmédot kivanunk
ismertetni, amellyel a didkok jobban megismerhetik az egész szamok elméletét,
kevesebb hibdt vétenek kiovetkeztetéseikben, mint példdul a (13) osszefiiggést is
gyakran eltévesztik.

Ennek ellenére az Olvasé érdekességet, ijdonsdgot, példaul a Osszefiiggést:

a-b-c-Inko(a,b,c)
lkkt(a, b, c)=
(av ) C) Inko (a’ b) - Inko (a’ C) - Inko (b, C) 7

vagy az egész 5. fejezetet, és taldn még hasznosat is taldl jelen cikkiinkben.
A témahoz kapcsol6déan ajanlom még [10] cikkemet:

Inko (lkkt[a,b], Ikkt[b, c|, Ikkt]c, a]) = lkkt [Inko(a, b), Inko(b, ¢), Inko(c, a)]
halmazmfiveletekkel azonos
(aub)N(bUc)N(cUa)=(anb)U(bNc)U(cNa) ,

valamint [9] konyvemet és a KoMal [4] feladatét.

Ismertnek tételezziik fel a halmazelméleti (U,N,-,0), szdmelméleti (primek,
oszthatésag, Inko és lkkt) és kémiai (atom, mulekula) alapfogalmakat, a Boole
algebrdk ismerete azonban nem sziikséges.
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http://math.bme.hu/~hujter/230201.pdf

Mi csak pozitiv szdmokkal foglalkozunk, bar a negativ szamok és a 0 érdekes
meglepetéseket tartogatna, 1 egység és hangsilyozottan nem primszdam. Inko
és lkkt elemi tulajdonsdgait példaul [3] és [5] is felsorolja (325.0. (8)-(12)). N
jeloli a természetes szdmok, P a primszamok halmazat. Ebben a cikkben a 0
sajnos (természetesen) mem természetes szam, 0 ¢ N | vele mindig kiilon kell
foglalkoznunk!

Meglep6 moédon Inko és lkkt -t nem csak tortek kozos nevezore hozdsakor és
linedris Diophantikus egyenletek megolddsakor hasznaljuk: Knuth [5] kényvében
rengeteg mds (nem csak szamitdstechnikai) alkalmazdst ismertet részletese.

1. Alapok

Mint tudjuk, a primszdmok tovdbb mar nem oszthatok és beléliik (szorzédssal)
minden természetes szdm (egyértelmiien) felirhaté. Tehdt 6k a szdamok atomjai,
vagyis épitékovei! Hiszen a gorog "atom" sz6 elején az "a-" el6tag a tagadds
jele, a "Toun" ("tomosz") sz6 pedig "végni", "darabolni", vagyis tényleg "atom"
(6-gorogosen: atomosz) = "oszthatatlan" .

Tehét, a molekuldkkal megegyz6 médon, minden természetes szédmot tekinthetiink
az Ot alkoté primszamok (multi) halmazzina. Példaul: 76 = 2 - 2 - 19 helyett
frhatndank, hogy 76 = {2,2,19} , mint ahogy viz = {H,H,O} mert hiszen viz
= H,O = MO ahol M4 a megfeleld kémiai kotés. A primszdmokat a szorzés
koti Ossze.

Igy kiindulépontunk a kovetkez6 tablazat (sz6tér):

H|{He|Li|Be B|C| N|O|F |Ne|Na|Mg|Al|Si|P| S |Cl|Ar

203 |5 | 7 |11 13|17 (19|23 |29 | 31 | 37 |41 |43 |47 |53 |59 | 61

1. Tablazat: Kémiai primek és szamelméleti atomok

(Erdekes matematikai-kémiai kutatas lehetne a primszamok periodikus és kémiai
(matematikai) tulajdonsdgainak vizsgélat ).

DPL v|0,0]|0, nko(0,v) = v ha v # 0 és lkkt(0,w) = 0 ha w > 0, de Inko(0,0)
értelmezhetetlen, stb.

2) Peldaul: véletlen szamok generdldsa (3.2.1.2.), statisztikai elméleti prébak ( 3.3.3.), modu-
laris aritmetika (4.3.2.), milyen gyorsan tudunk szorozni (4.3.3.), stb. .

3)1d.pl.  https://hu.wikipedia.org/wiki/Atom , https://hu.wikipedia.org/wiki/Démokritosz
https://en.wikipedia.org/wiki/Atom , https://de.wikipedia.org/wiki/Atom

YA multihalmazokkal a kovetkezd alfejezetben kicsit részletesebben foglalkozunk.

5) Pl. végtelen sok van, eloszldsuk 7 (z) ~ ﬁ , kiilonboz{i / azonos tulajdonsdgi primek,
periodikussédg (7), stb. Megjegyezziik, hogy a kémiai atomok (elméletileg lehetséges) halmaza
is végtelen!



Széval, primszimok <= atomok = egyatomos molekuldk , és dsszetett
szamok <= (Osszetett) molekuldk. De mi felel meg az 1 természetes szémnak?
Természetesen egy olyan molekula, amelyben egyetlen atom sincs, vagyis az {ires
molekula (azaz iires halmaz).

A tovdbbiakban haszos lesz a kiovetkezo jelolés:

0. Jelolés: Tetszoleges a természetes szdm vagy kémiai atom/molekula ese-
tén jelolje p (a) az a -t alkot6 primszdémok illetve atomok (multi)halmazét. O

Példaul: p(76) = {2,2,19}, p(7) = {7}, p(viz) = {HH,0}, p(1) =
{}=0,sth.

A kés6bbiekben néha egyszerfien csak a -t frunk p (a) helyett.

Multihalmazok

Ha valaki nem kivancsi a multihalmazok mibenlétének részletes boncolgatasara,
vagy tul nehéz szamdra a preciz matematikai definicio, akkor nyugodtan ugorjon
az "Alaptulajdonsdagok" alfejezethez !

Mint ldttuk, a (legtobb) természetes szamnak / molekuldnak ugyanazon prim-
osztdja tobbszor / tobb példdnyban is szerepelhet, ezért p (a) nem kozonséges
halmaz. Mik is ezek a "multihalmazok"? Olyan "halmazok", amelyekben tobb
elem is lehet azonos. Pontosabban: ezek az elemek (atomok, primszamok, bi-
liardgolyok) fizikailag kiilonbozdek, csak mi nem akarjuk megkiilonboztetni dket
(pedig az egyik H atom egészen més irdnyban mozog, mint a masik ...). Azonban a
vildgban rengeteg H atom van, az altalunk vizsgélt vizmolekuldn kiviil is, s6t viz-
molekuldbdl is rengeteg, fizikailag kiilonboz6 van, amiket mind mi (lustasagbdl?)
azonosnak tekintiink. Igen dam, de a 76 "nevii" természetes szdmbdl nem létezik
tobb, mig p (76) -ban tobb 2 atom szerepel.

Van még egy kiilonbség a fizikai vildg (atomok, molekuldk) és a természetes
szamok, primszamok kozott. Amikor leirjuk, hogy a € A és a € B , akkor a vildg
("univerzum") egyetlen, ugyanazon a elemére gondolunk, vagy az A -beli és B -beli
a atom kiilonboz6 is lehet? Az anyagi vildg atomjaindl a lehet kiilonb6z6 A -ban
és B -ben, mig a természetes szamokndl ugye nem. Ez nagyon lényeges kérdés!

Ugyanis "hagyomdnyos" halmazok esetében

acA&aeB < a€ANB, (1)
és ugyanez igaz a természetes szdmoknal is (ldsd még (8), (9), (19)), mig az anyagi

vildgban A és B diszjunkt (elkiiloniilt) is lehet (1)) esetén, hiszen ”a” két, fizikailag
kiilonboz6 valami is lehet, mindkett6jiiket a -vel jeloljiik (pl. két H atom).
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A multihalmazok definidldsdhoz kiindulépontuk a "hagyoményos" halmazok
kovetkez6 (naiv, precizkedd) definicidja lehet:

1. Definicié: Rogzitett egy U = {uq,us, ...} um’verzumﬁ) ("alaphalmaz"),
melynek u; elemei mind kiilonb6z6ek. Ekkor egy tetszoleges A halmaz a kovetkezo:
A C U, vagyis

(i) minden a € A esetén a € U , és

(ii) minden u € U esetén egyértelmilen vagy u € A vagy u ¢ A . O
Tehét:
2. Definicié: Rogzitett egy U = {uy,us,...} univerzum ("alaphalmaz"),

més jeloléssel U = {u; | i € I}, melynek u; elemei mind kiilsnbozoéek. Ekkor egy
tetszoleges A multihalmaz egy A,, = (A, m) alakd rendezett pdr, ahol A C U az
1. Definici6 szerint, és m : A — N tetszdleges fiiggvény, melyet multiplicitasnak
("tobbszorosségnek") neveziink. O

Az Olvasé mér kitaldlta, hogy m (a) mondja meg pontosan, hogy az a € A elem
héanyszor szerepel az a molekuldban / természetes szémban. Ne feledjiik, hogy m
-nek az egész A halmazon kell értelmezve lennie, Dom (m) = A és 0 < m (a) ha
a€ A. Az A =0 eset sem nehéz, Dom (m) = () megengedett.

Feltevésiink szerint azonban 0 ¢ N | vagyis m (a) > 0 mindig.

A mi esetiinkben (szamelmélet) U = P = {2,3,5,7,11,13,17,19,23, ...} a prim-
szamok halmaza, és a 76 = {2,2,19} szdmnak az A7 = {2,19} halmaz felel meg
az m (2) = 2 és m (19) = 1 multiplicitdsokkal.

Altaldban pedig az n = pS' ps2...p** természetes szamnak az A, = {p1, pa, ..., i}
halmaz felel me az m (p;) = «; , i = 1,2, ..., t multiplicitdsokkal.

Feltételeink szerint m (a) # 0 ha a € A. Mddosithatnank a definiciét ugy is,
hogy megengednénk az m (a) = 0 esetet is, amikor a ¢ A , de ez nem egyszeriisitené
tovdabbi munkankat.

A tovabbiakban A,, vagy (A, m) helyett néha egyszeriien csak A -t frunk, nem
okoz félreértést.

Emlékeztetjiik az Olvasét: grafelméletben a tébbszords ("multiple") éleket tar-
talmazé grafokat is a 2. Definicihoz hasonléan definidljuk (pl. [6]). Sajnélatos
modon, ha egy tobbszoros élt tobb kiilonbozd élnek kellene tekinteniink (mint
példaul két helység kozott tobb t), akkor a definiciét még tovabb kellene bonyo-
litanunk. Szerencsére a szamelméletben csak arrél van sz6, hogy egyazon prim-
szamra tobbszor van sziikségiink.

6) vagy még "precizebben": U = {u; : i € I}

) pontosabban az n = [[p és A = {p; | i € I'} jeloléseket kellene haszndlnunk, hiszen
icl
minden szdmban mds és mds primszamok szerepelnek, mig a P alaphalmazban p; = 2, p; = 3,
p3:57p4:7ap5:117 eee .



Erdemes észrevenniink, hogy A akkor és csak akkor hagyomdnyos halmaz ha
m (a) = 1 minden a € A esetén, és persze a hagyomdnyos halmazokat is hivhatjuk
(nagyképiien) multihalmazoknak.

Fontos tény, hogy a € N természetes szémokra p (a) pontosan akkor hagyo-
ményos halmaz, ha a négyzetmentes szém (1 < x esetén 22 { a , vagyis a primfel-
bontdsdban mindegyik primszam kitevje 1).

A multihalmazokat néha "gét" (Fraktur) betﬁtl’pussa jeloljiik, mint példaul
p(76) = {2,2,19} . Sajnos magyar nyelvii wikipédia nincs a multihalmazokrdl,
csak angol: https://en.wikipedia.org/wiki/Multiset, .

Miiveletek

A tovabbiakban A,, = (A,m) és B, = (B,n) multihalmazok a 2. Definicié
értelmében. Az 1j, multihalmaz miiveletekre a U, N, € jeleket haszndljuk, attél
fiiggetleniil, hogy azok néha megegyeznek a hagyomdanyos halmazmiiveletekkel.

Kezdjiik az egyszertibb, egyértelmii miiveletekkel.

3. Definicié: Ures multihalmaz: A, = () pontosan A, = (), m) , ahol
m az iires fiiggvény, vagyis lényegében a hagyomanyos iires halmaz: h=10.

Részhalmaz (tartalmazds) : A, C B, nyilvdnvaléan pontosan akkor, ha A C
B és minden a € A esetén m (a) < n(a) .

Metszet (kozos 1¢sz): Cy, = (C, k) = A,,NB, ahol C = AN B é minden
c € Cesetén k(c) =min{m (c),n(c)} .

A, és B, diszjunktak (idegenek), ha A,,N\B, = 0. O

Az uni6 (egyesités) mar nehezebb feladat: A, és B, "sszedntésekor" az ele-
meket mind (fizikailag) kiilonbozének tekintjiik és egyesitjiik Sket (W), vagy csak
a sziikséges darabszémot (m és n alapjan) emeljiik meg a kozos szintre (U). Mind-
kettd miiveletre sziikségiink lesz.

4. Definicié: Unié (egyesités):

C, = (C,k) = A,UB, ahol C = AU B ¢és minden c € C esetén
k (c) = max{m (c),n(c)}.

D, = (D,?) = A,MB, ahol D= AU B és minden d € D esetén
(d)=m(c)+nc). O

5. Definicié: Kivonds (tsszhangban legyen a hagyomanyos halmaz- és
szémelmeéleti miiveletekkel, lasd a 11. Allitast is):

S)abcdefghijblmnopgqrstuomwrp; ABVBECDEFSHNIIALMNO PO
RETUVWXY 3


https://en.wikipedia.org/wiki/Multiset

Cr=(C,k)= AmiBn ahol C={ae A:m(c)>n(c)}

és minden ¢ € C esetén k (¢) = m(c) —n(c) . O
Tobbek kozott nyilvan C C A és C,CA,, .

Megjegyezziik még, hogy a fenti miiveletekben és C -ben m (a) = 0 nem
lehetséges, de A,, = 0 eldfordulhat. Hagyomanyos halmazokra U, N, € meg-
egyezik a hagyomdanyos U , N, C miiveletekkel és reldciéval, de W csak diszjunkt
hagyomdanyos halmazok esetén létezik.

Az alaphalmaz és a komplementer miivelet megvalasztasanak kérdése nehéz,
részletesen a 4. "Boole - algebra axiomdk" fejezetben foglalkozunk vele.

Ezek utdn mér konnyen megfogalmazhatjuk a fenti miiveletek (kémia) és a
szamelmélet alapveté kapcsolatait.

Alaptulajdonsagok

6. Allitas: Tetszbleges a,b € N természetes szdmokra

p(a)Cp(b) <= alb, (2)

p(a)np(b) = p(lnko(a,b)) , (3)

p(a)Up(b) = p(lkkt(a,b)) , (4)

pa)Mp®) = pa-b), (5)

tovabbd p (a) és p (b) multi-diszjunktak (idegenek) akkor és csak akkor ha a
és b relativ ("viszonylagos") primek (azaz Inko(a,b) = 1, vagyis nincs kozos

primoszt6jul’])), hiszenp (1) = 0. Bar ez kovetkezik (3)) -bol, érdemes jelentését
atgondolnunk.

Ezen 6sszefiiggéseket érdemes a didkoknak széban is megmagyardznunk, példaul:

" a | b pontosan akkor, ha a dsszes primosztdja megtaldlhaté (multiplicitdssal)
b primosztéi kozott, "

" Inko(a,b) -ban a kézos primosztok szerepelnek a kdzds multiplicitdsnak meg-
felel6en, "

" lkkt(a,b) -ban a és b primoszt6i is mind beleférnek (kiilon-kiilén),

"a-b-ben pedig a és b 6sszes primosztdjat felhaszndljuk, mintha (fizikailag)
kiilonbozbéek lennének. "

"

9) A relativ ("viszonylagos") jelzé azt jelenti, hogy a nézépontjabél b prim és forditva, b
nézépontjabol a is prim:  (VpeP) (pla = ptd) é (VgeP) (¢|b = qta).



7. Kovetkezmény:
pla-b)=p(a)Mp®) =
(p () Up (0) )M (p (a) p (b)) = p (kkt (a, b)) Mp (Inko (a,0))

a-b=lkkt(a,b)- Inko(a,b) (6)

azaz

ami megfelel (primkitevékre gondolva) az

Oz—i—ﬁz(min (a,ﬁ))—l—(max (a,ﬁ)) (7)

Osszefiiggésnek. OJ
8. Tovabba nyilvin p(a) =0 < a=1, és
alb = p(a)Cp(b) (8)

vagyis " a osztéja b -nek <= részmolekuldja".

Ez nagyon hasznos a kovetkezd osszefiiggésekben (amit a didkok mindig eltévesztenek).

9. Kovetkezmény

zlaésa|b <= x| inko(a,b) | (9)

hiszen hagyomanyos- és multihalmazoknal

XCA és XCB += XCANB, (10)
de természetesen
rlaésx|b < x| lkkt(a,b) (11)
hiszen
XCA és XCB < XCAUB . (12)

Az éltaldnos és kozép iskoldban gyakran eltévesztik az aldbbi kovetkeztetést,
pedig alapjédn konnyen beldthato:

10. Allitéas:

aj|bésas|b <= Ikkt(ai,as) | b (13)

hiszen
AléB és AgéB < AloAgéB , (14)



és nem tobb, tehdt, mint tudjuk, altaldban:

—~
—_
ot

~—

ay |bésas|b # ay-as|b

hiszen hagyomanyos és multi halmazoknal is:
Ay S Bés Ay € B-b8l csak AU Ay, € B kovetkezik,

(€ és U helyett g és U is frhato), vagyis az A; N Ay metszet nem szerepel kétszer
B -ben, de U mér nem frhato:

ACBes A, CB » AMACE.
0

Ha azonban a; és ay relativ primek: Inko(a1,ay) = 1, vagyis p (a1) Np (az) =
0 (diszjunktak), akkor p(a1) M p(as) = p(a1)Up(a) , és igy " alapjén
a;-az | b. De csak ekkor !

11. Allitas:  Tetszbleges a, b szdmokra

P00 (@0 = () (16)

ami megfelel a jolismert
B~NA=B~(ANB) (17)
Osszefiiggésnek.

Specidlisan: a | b, azaz p (a) Cp (b) (vagyis A S B) esetén Inko(a,b) = a ,
tehat

P p@ =p (1) (18)

a

hiszen b -b6l kivessziik az a részmolekuldt (példaul a kristalyvizet). u



Inko és lkkt

Vizsgaljuk meg p (a) Np (b) -t kozelebbrdl. Ez a két molekula (a és b) kézds
atomjainak a maximuma, a legnagyobb kozos rész-molekulédjuk, vagyis a legnagyobb

kizds osztd):
p (Inko (a,b)) = p (a) p () - (19)

Ha a kozos primszédmok kitevoire, vagy a kozos atomok szamdra gondolunk
(ami 0 is lehet), min (a, B) jut esziinkbe, hiszen az eléfordulé primek kitevéinek
legnagyobb kozos, vagyis minimumaérdl van szé. Ezt a kapcsolatot a 4. fejezetben
a Boole algebrak cimszo alatt folytatjuk.

Mivel a 1, Inko és min kapcsolata mélyebb, mint csupén , és hasonléan U ,
Ikkt és maz is kozeli rokonok, érdemes bevezetniink M és U -hez hasonlé jeleket.

12. Jelblés: Tetszoleges a,b € N természetes szamokra legye
alb:= Inko(a,b) és alb:=Ilkkt(a,b) . (20)

Ha a szovegkornyezetbol kideriil, akkor a min és max miiveletekre is hasznél-
hatjuk a M és L jeleket:

aMb:=min(a,b) és alb:=max(a,b) . O (21)

Els6 hallasra furcsdnak tinnek ezek a jelolések, de nagyon hasznosak. Péld&dul:

13. Allitas: A nem ismeretlen

Inko (a,b,c) =| Inko(Inko (a,b),c)=Inko(a, Inko (b,c)) (22)

Osszefiiggés masodik egyenlosége 1j jeleinkkel igy irhaté:

(amb)Ne=an(bMece) |, (23)
és hasonldan:
lkkt (a,b,c) = | kkt(lkkt (a,b), c)=Ikkt(a, lkkt (b, c)) (24)
és
(aUb)Uc=all(bUc) |, (25)

10) amint ezt mér -ban is felirtuk
1) [ -ben Inko(a,b) helyett aAb , lkkt(a,b) helyett az aVb jelslést hasznaljuk.



amik az asszociativitds ("tarsithatésdg") osszefiiggései, és tényleg: és
masodik egyenldsége valéban az asszociativitds osszefiiggés!

Vegyiik észre: a N, U, N, U, M és L miiveleti jeleket a valtozék kozé frtuk
("infix" jelslés), amint a matematikdban szokdsos, mig az Inko, lkkt, min, max
jeleket a véltozok elé ("prefix" jelolés), mint fiiggvények esetében szokdsos. Pedig
nem a jelolés a lényeg!

Mivel mindegyik kétvdltozos muwelet, ezért javasolt az infix jelélé.

Példaul frjuk at a KoMal. B. 4493. feladatat
Inko (Ikkt[a,b], kkt[b, |, lkkt[c, a]) = Ikkt [Inko(a,b), Inko(b, ¢), Inko(c,a)]  (26)
halmazmfiveletekre:
(aub)N(dUc)N(cUa)=(anb)U(bNec)U(cNa) , (27)
vagy pontosabban:
(aUb) M (bUc) N (cUa) = (anb) U (bNe) U (cNa) . (28)
Taldn igy egyszeriibb a feladat megoldasa! (Lésd a [10] cikket.)

Az U, U, U (Ikkt, maz), stb. miiveletek kozos alaptulajdonsdgaival (axiémék)
és azok kovetkezményeivel a 4. " Boole - algebra axiomdi" fejezetben foglalkozunk
részletesen.

Didkoknak érdemes Inko(a,b), lkkt(a,b) és a-b jelentéseire (és a kiilonbségekre)
hétkoznapi magyardazatot is adni: két molekula esetén megkeresni a legnagyobb
megegyezo rész molekuldjukat, illetve legkisebb nagy molekula, amiben mindkettd
megtaldlhaté részmolekulaként, és végiil: korlatozas nélkiil csak osszeragasztjuk a
két molekulst. (Ertsd: szamelméleti atomok és kémiai primszamok.) Szerintiink
ez a szamelméleti feladatoknal is segithet.

14. Péld&ul:

a - b = Osszeolvasztds korlatozas nélkiil, pl. kristdlyviz CuSO4 + 5H,O =
CusSO, M 5H,0 = "CuSOyH;5" , vagy a kémiai reakcié: 2C Wo,=200,="
C2O4 ”7

Inko : CUSO4 1 5H20 = 04 s

12) A prefix jelslés példdul a szamitégépek programozésakor hasznalt jelolés: altaldban egy
kétviltozos (vagy egy- vagy tobbvéltozds) fiiggvényt / miiveletet a FUNCTION NEV (véltozok)
utasitdssal kell kezdeniink, és késébb a NEV (valtozok) utasitdssal hasznglunk.

Szamitdstechnikdban hasznos jelolés még a "postfix" jelslés, pl. a + b helyett (a,b) +
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lkkt - CuSO4 U 5H,0 = CuSOsHyy  (((lehet, hogy kémiailag semmi értelme))).

Jegyezziik meg, hogy Inko és lkkt megfelelnek a min és max miiveleteknek,
hiszen Inko(a,b) kiszdmitdsakor a primszamok a és b -beli hatvanykitevSinek a
minimumait, mig (kkt(a,b) kiszdmitdsakor a maximumait vessziik.

A cikk hétralevd részében felvéltva fogjuk hasznalni az Inko(a,b), a M b, a N
b és min (a,b) jeleket, ahogyan épp kedviink tartja (és hasonléan lkkt(a,b) -t is
tobbféleképpen jelolgetjiik). Az elmondottak nagy része min, max -ra is teljesiil,
jelezziik, ahol nem.

2. Két szam vizsgdlata

El6szor vizsgédljuk meg még alaposabban két tetszoleges szam és [nko -juk
kapcsolatét:

1. Abra: Inko(a,b)

Nyilvan  d = Inko(a,b), o = és bV =-, vagyisa=d-désb=
V - d , vagy halmaz- jelolésekkel: p(a) = p(a)Up(d) ¢és p(b) = p (V') Up (d).
Molekuldkndl d a kozos atomokat sorolja fel a a metszetben, utdna a maradék
molekuldk a’ és b'.

Mint tudjuk: o NV =0 és /A = és Inko(a',0') =1.

Ul e
SHESY

Azonban:

15. Vigydzat: A metszetben a (széndékosan) homalyos sziirke foltok arra
figyelmeztetnek, hogy tetszéleges a,b € N szdmokra nem feltétleniil teljesiil a
pa@)Np(d) =0 vagy ap(t)Np(d) =0, més jelekkel az Inko(a’,d) = 1 vagy
Inko(b', d)) osszefiiggés, hiszen a’ -nek d -vel, és b’ -nek d -vel lehetnek (val6di)
koz6s 0szt6i!

Példdul @ = 12 = 22 -3 és b = 18 = 2 - 32 esetében d = Inko(a,b) = 6 ,
ad=al/d=2¢élV=>b/d=3.

11



Vagyis: a hagyomdnyos halmazdbrin o' Nd = b’ Nd = () mindig iga, de
szamelméletben (és multihalmazoknal) p (o) Np(d) = 0 vagy p (V') Np(d) = 0
mar nem feltétleniil teljesiil!

Természetesen o’ és I’ biztosan relativ primek (mivel d a legnagyobb):
p(@)Np)=0 azaz Inko(a' V') =1 (29)

vagyis a'Mb' =1, de Inko(d’,d) # 1 és Inko(V,d) # 1 elképzelhetd (ldsd a fenti
példat).

Azonban a jélismert, és nagyon hasznos @) osszefiiggés 1atszik az 1. dbran. Uj
jeloléseinkkel:

a-b

LIb=
& amlb |’

(30)

ami pontosan megfelel a logikai szitaformuldnak (tartalmazds és kizaras elve):

la U b|=|a|+]|b|]-|a N b]|

(31)

"mintha a egyenlet logaritmusdt vettik volna ."

A fenti 6sszefiiggések dltaldanositdsa lesz a Osszefiiggés.

Ha a sziirke foltjait vizsgaljuk, akkora d, := Inko(a’,d) és d} := Inko(V',d)
jelolessel d!, és dj biztosan relativ primek, hiszen oszt6i ' és b’ -nek (amik biz-
tosan relativ primek). Az a = 12 és b = 18 példdban d!, = Inko(d',d) = 2 és
dy, := Inko(V',d) =3 .

Ha az 1. dbrédn a sziirke foltokat multihalmazokra és egész szdmokra nevesiteni

(vagyis pontosan kiszdmolni) akarjuk, akkor az abrét javitanunk kell: az a,b,d
halmazok kék-, zold- és piros kontirjait pontositjuk:

2. Abra:  Inko(a,b) részletesen

13) hagyoményos halmazokndl d =anNb,a’ =a\dés b =b\d,

12



Konnyen beldthat, hogy a sziirke foltok Inko(a',d) = lnko(%,d) és
Inko(t/,d) = Inko(2,d) , amik nem feltétlenil 1 értékiiek. Multihalmazoknal

a sziirke foltok "képlete" igy (aib) N (aﬁb) és (bia) N (aﬁb) .

A halmazdbra (jabb és tjabb ... sziirke foltok) tovdbbi vizsgalata hazi feladat.

3. Harom szam vizsgalata
a n b

¢

3. Abra:  Inko(a,b,c)

16. Reészletesebben: FEloszor megkeressiik az a, b, ¢ molekuldk (természetes
szdmok) legnagyobb kozos részét:

d := Inko(a,b,c) =alblMc,

majd a maradék molekuldk (% ,s , g) kozos részeit:
a a b

b ¢ b_c c a_b
= Inko( =, 5 ) = =2NS  Bi=lnko(%, ) =505y i=lnko( S, ) =21~ .
“ "0<d’d> iaf ”O<d’d> d d’ "O(d’d> d d

Végiil, a megmaradt molekula részeket a=, 07, ¢~ jeloli:

o = — Za\<du5u7>>

By
b‘:z%:b\(duaufy)
c_::@:c\(duauﬁ>. O

13



A fenti szamoldsokban felhasznaltuk a kovetkezd Osszefiiggést is:

ha w | u,v , akkor

Inko (2,3) _ Inko(u,v)

w w

O (32)

w

(lkkt(a, b, c) -re a képletben adunk egy 1dj formulat.)

17. Eszrevétel: A fentiekbél kovetkezik (az dbrérdl is leolvashatd), hogy a =
a~dpy, b=bday, c=cdaf, tovibba  Inko(a,b) = dvy , Inko(a,c) =
dp , Inko(b,c) = da és d = Inko(a, b, c). O

Fontos lesz a kés6bbiekben, hogy a fenti dbrdban mely szdmok biztosan relativ
primek, és melyek nem feltétleniil.

18. Eszrevétel:
ally=alB =pMNy=alla” =pMNb- =~MNc” =a Tb- =a ¢ =b"Tlc” =1,

de a t6bbi halmaz-par mar nem feltétleniil diszjunkt (relativ prim). 0J

Egy lehetséges éltaléno eset :

14) taldn nem a legsltalanosabb
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gat 11, 10012
ll'l:]. l'.-l:z I'Il:l-

=yl g g

-
i

El

L

4. Abra:  Inko(a,b) részletesen

ahol

a- = uiSUEQUiloy b* — u;léluglf)v;lﬁ, c = u220ug2lv§22, d — ui1u§2u§3ui4ug5ugﬁv’§77
— €17,,€18,,€19 — €23,,624,,625 — €11,,€12,,€13 A

a—U3 U4 /U4 9 /B—U5 UG 'U5 9 ’7—“1 U2 UG 9 €S Ul,...,UG,U17...,U7

paronként relativ primek (1 is lehet kozottiik), e; tetszbleges természetes szdmok
(0 is lehet kozottiik).

Ekkor nyilvan

€1tesgte, e2+€12 €stegteas, e6+€24,,€10,,625

o _ £3,,€4 £13
a=a"dpy=uj us ugdugtug Ug vitovs

e7
Vg " V7"

I __ ,,E1+€11,,E2+€12+€14 ) E3+€15+€17 , E4t+E18 , €5, ,€6,,616,,E19,,E13 ,,ET
b=>b"day=1u; Us Ug Uy U U V5 v, P v s
és

— __ ,€,,62,,E3F€E17, EatE18+E20,,E51+€23, E6+E21t€24 €22, €19 ,,E25 ,,.ET
c = c daff = ujus’u;g Uy (s Ug v3P v v
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Még altalanosabb lehetne: az x° hatvanyok helyett 2] hatvdnyokat irhatnank,
ahol z[¢] a kovetkez6t jeloli: z primtényezdinek tetszbleges hatvanyait vehetjiik,
vagyis precizen: x = p{*..pf és € = (e1,...,&;) esetén  xl=) = (p{)T . (p*)™.

19. Kérdés: ha a 4. dbra ey, ...,e95 kitevoit gy modositjuk, akkor az igy
kapott dbra mér a legaltalanosabb esetet szemlélteti-e 7

A Osszefiiggés hdarom véltozos megfelel6jét, vagyis hogyan lehet kiszéamolni
lkkt(a,b,c) -t a 6. "Lkkt(a,b,c)" fejezetben szémoljuk ki.

4. Boole - algebra axiémak

Bar nem az elméletre akarjuk helyezni a hangsilyt, hanem a feladatmegoldé-
sokhoz kivanunk segitséget nytjtani, mégis hasznos lesz eloszor dltaldban a Boole
algebrak axiémdival és azok kovetkezményeivel megismerkedniink. Képleteink és
szdmoldsaink utdna konnyebbek lesznek.

20. Definici6é: Egy Boole algebra egy algebrai struktira, ami egy alaphal-
maz és rajta értelmezett miiveletek osszessége, bizonyos azonossagok ("axiomak")
teljesiilése esetén, példaul az aldbbi tablazat axiomai alapjén. U

Tobbféle axiémarendszer van haszndlatban, de hihetiink Urban Janos [12]
konyvének: ezek az axiémarendszerek ekvivalensek, vagyis barmelyikbol levezet-
hetd barmelyik masik. S6t, [12] tobb tucat egyéb tsszefiiggést is levezet az éltala
haszndlt axiomékbol, és még azt is beldtja, hogy barmely 6sszefiiggés (azonosség),
amely igaz a Boole algebrdkban, az le is vezethetd az axiémakbdl.

Az aldbbi tdblazatok koziil az elsé egy lehetséges axiémarendszer, a hagyo-
ményos halmazelméleti miiveletekkel és jelolésekkel (I egy tetszdleges alaphalmaz,
A, B,C C I tetszbleges részhalmazai). A tovébbi vizsgdlataink megkonnyitése
érdekében ezen axiéomakat atirtam U, M, lkkt, Inko, max és min miiveletekre,
melyek teljesiilését aldabb targyaljuk. Kozismert, hogy az axiémak a logikai V, A,
| (tagadés) miiveletekre is teljesiilnek, ezeket nem tiintettem fel a tdblazatokban.

16



[ kommutativ AUB=BUA /1/] allb=bUa
ANB=BNA /2/ alb=0bMNa
asszociativ AUu(BUC)=(AUuB)UC /3/ al(Uc)=(aUb)Uc
ANn(BNC)=(AnB)NC /4/ amfl(bMe)=(aMb)Me
disztributiv. AU (BNC)=(AuB)Nn(AUC) [/5/ U(bMe)=(alb)n
AN(BUC)=(ANnB)U(ANnC) /6/ NbUce)=(aMb)U
elnyelési tul. AU(ANB)=A /7/ al(amb)=a
AN(AUB)=A /8/ al(alld) =
() és I tul. AUA=1 /9/ alda=n
ANA=10 /10/ ana=1
AUD=A /11/ all=a
ANd =10 /12/ alnl=1
Aul =1 /13/ aln=n
i ANI=A 14/ | alln=a
Ikkt (a,b) = Ikkt (b, a) 17T max (a,b) = max (b, a) ]
Inko (a,b) = Inko (b, a) min (a,b) = min (b, a)
lkkt (a, lkkt (b, c)) = lkkt (lkkt (a,b) , c) max (a, max (b, ¢)) = max (max (a, b) , ¢)
Inko (a, Inko (b, ¢)) = Inko (Inko (a,b) ,c) min (@, min (b, ¢)) = min (min (a, b) , ¢)
lkkt (a, (Inko (b, c))) = max (a, (min (b, ¢))) =
= Inko (Ikkt (a,b), lkkt (a,c)) = min (max (a, b) , max (a, c))
Inko (a, (Ikkt (b, c))) = min (a, (max (b, ¢))) =
= lkkt (Inko (a,b) , Inko (a,c)) = max (min (@, b) , min (a, ¢))
Ikkt (a, Inko (a, b)) = max (a, min (a, b)) =
Inko (a, lkkt (a, b)) = min (a, max (a, b)) =
lkkt (a,2) =n max (a,a) =n NEM '”
Inko (a,2) =1 min (a,@) =1 NEM !!!
lkkt (a,1) = a max (a, ) =
Inko (a,1) =1 min (a, 1) =1
lkkt (a,n) =n max (a,n) =n
i Inko (a,n) = a 1L min (a,n) = a ]

2. Tablazat: Boole axiomdk halmaz-, szdmelméleti és min-max nyelveken

Csak helyhidny miatt nem ismételjiik meg a tédbldzatot 6todszor (és hatodszor,

..): alogikai VvV, A, ],
sok Boole algebrat ismeriink.

o1,

jelek is.
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Az /1/-/8/ axiémékkal nincs gond: béarki kénnyen beldthatja, hogy teljesiil-
nek tetszoleges a,b, c természetes szdmokra, molekuldkra és multihalmazokra is
(vagyis mind a négy tébldzatban), s6t a negyedik tébldzatban a,b, c tetszbleges
valés szamok is lehetnek.

Mi az alaphalmaz és mi a komplementer a kémidban és a szamelméletben, és e-
setleg a multihalmazoknél és a min, max miiveleteknél? Ezeket gy kell megvélasz-
tanunk, hogy a /9/-/14/ axiémék teljesiiljenek.

Alaphalmaz, O és [ :

21. Allitas: A /11/-/14/ axiéméakrdl konnyen beldthat6, hogy teljestilnek,
ha

- szokdsos halmazokndl (els6 tdbldzat) () = tires halmaz, I = tetszbleges (akér
iires) halmaz = alaphalmaz, és A, B,C C I tetszdleges halmazok,

- multihalmazokndl (elsé tabldzat, U és N jelekkel) ) = {ires (multi)halmaz,
I = tetszbleges (akér iires) multihalmaz = alaphalmaz, és A, B,C C1 tetszbleges
multihalmazok,

- szamelméletben (mdsodik és harmadik tablazat) ( helyett 1 € N &ll, hiszen
p(1) =0, I helyett tetszbleges (akdr 1) természetes szam, n € N all, és  a,b, ¢
tetszoleges 0sztdi n -nek, hiszen ekkor p (a),p (b),p (¢) Cp (n) , vagyis az alaphal-
maz = n osztéinak halmaza,

- min-maz esetén (mdsodik és negyedik tablazat)

vagy eloszor H C R tetszdleges olyan (nemiires) alaphalmaz, melynek létezik
maximuma és minimuma (vagyis legkisebb- és legnagyobb eleme), és ekkor [ :=
min H , n:=maxH (n nem feltétleniil egész szdm), tovdbbd a,b,c € H tet-
szOleges elemek, hiszen ekkor [ <a,b,c <n,

vagy ha H C R -nek nincs maximuma vagy minimuma, akkor H -hoz hoz-
zévesziink egy, H minden eleménél nagyobb és egy, minden eleménél kisebb elemet,

vagy ha H C R nem korldtos halmaz, akkor tekintjiik a H := H U {—o0, +oc}
halmazt, I :== —co , n:= 400, és a,b,c € H tetszOleges elemek. O]

22. Jelolés: Tetszoleges n € N természetes szam esetén jelolje D,, az n szdm
pozitiv oszt6inak'™) halmazst:

D,:={xz: z|n} . O (33)

16) D = divisors = "osztok"
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Komplementer, azaz /9/-/10/ axiémék :

23. Allitas:

- szokdsos halmazoknél kozismert A definicidja és tulajdonségai, /9/-/10/ tel-
jestilnek, )

- multihalmazokndl @ :=1I\a

n
- szamelméletben kézenfekvonek latszik az @ := — definici6, ahol n a 21.
a

Allitdsban szerepld szam, a | n . Alaposabb vizsgdlat utdn rajohetiink, hogy
csak négyzetmentes n szam (34)

esetén teljestilnek az lkkt(a,2) = n és Inko(a,2) = 1 osszefiiggések, a /9/-/10/
axiémaék.

Ez nem véletlen, hiszen négyzetmentes n esetén a p (n) multihalmaz minden
elemének multiplicitdsa 1, vagyis p (n) hagyomdnyos halmaz, és ekkor minden a | n
esetén p (a) is hagyomdnyos halmaz, L, Mésa (azaz kkt, Inko és *) megegyeznek
a hagyomanyos U és N miiveletekkel.

- min-max esetén meggondolhatd, hogy egyetlen esetben van lehetdségiink kom-
plementerre: H = {0,1},0=1és1 = 0, vagy kicsit dltaldnosabban: H = {a,b}
ahola <b,a =bésb =a, sth.

Legaldbb 3-elemii alaphalmaznal komplementer egyetlen esetben sem definidl-
hato gy, hogy a /9/-/10/ axiémék teljesiiljenek. O

Osszefoglalva, a szdmelméleti esetek:

24. Tétel: a) tetszoleges a,b,c € N szémokra /9/ és /10/, /13/ és /14/
kivételével mind teljesiil () helyett 1 {frando).

b) Ha n rogzitett és a | n akkor /13/ és /14/ is teljesiil.

c) Ha n négyzetmentes, akkor @ := g jeloléssel /1/-/14/ mind teljesiil, vagyis a
(Dn,U,M, 2% n,1)  struktira Boole-algebra. (n négyzetmentessége csak a /9/ és
/10/ azonosségokhoz kell.)

Bizonyitds: Hazi Feladat. O

Jegyezziik meg, hogy a min és maxr miiveletek is majdnem Boole algebra, de
@ nem értelmezhetd).

17) itt megszakad a kapcsolat Inko(a,b) és min(a és b primkitevéi) kozott.
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5. Tovabbi azonossagok

Most nem részletezziik a Boole-algebrak Dualitds: és Teljességi tulajdonsédgait,
lasd [I2]. A Boole-algebrak axiémdibdl az dsszes, ismert azonossdg mér levezet-
hetd, most csak felsorolunk néhényat, a levezetés [12] 188-199 oldalain megtaldl-
haté.

25. Tétel: Az aldabbi osszefiiggések kovetkeznek az /1/-/14/ axiémakbol. Hazi
feladat az Olvasonak ezeket az tsszefiiggéseket atirni Inko-lkkt és esetleg min-max
-ra, logikai miiveletekre is, ... (A, B, C helyett p, ¢ -t frunk).

idempotencia: AUA=ANA= A, azaz Inko(a,a) = lkkt(a,a) =a
pNg=p < pUq=q, azaz Inko(a,b) = a < lkkt(a,b) =b,
ha C a kovetkezot roviditi: p N g = p , akkor ekvivalens: pUq = ¢,
azaz a|b <= Inko(a,b) =a < lkkt(a,b) =10,
pCp, azazal|a,
pCq) & (¢qCp) = p=q,azaza|b&b|la = a=b,
pCcq&(qgCr) = pCr,azaza|b&b|lc = alc.
Az aldbbiakban n négyzetmentes és a,b | n .
pNp=qNqg, pUp=qUq barmely p,q esetén,
azaz Inko <a, E) =1¢és lkkzt(a,2> =n,
a a
ha (pNg=0) & (pUqg=1) akkor ¢ =7 ,
azaz  ha Inko(a,b) = 1 & lkkt(a,b) = n akkor b = g,

]:?:pa 207 62[7

n n
azaz — = a —=1 —=n
) ) )

n 1

233 N~

ha O =1 akkor Vp p=0 ,azazhan=1akkorVa:a|n = a=1.

DeMorgan szabalyok:

— n n n
Ub=anb —zlk(—,—),
a a azZaz o (@.0) nko{—. 3
— n n
=aUb = lkkt| —, — O]
anNb=a bzaZ (@.0) el
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6. Lkkt(a,b,c)

Most keressiik meg a Osszefiiggés hdrom wvdltozos megfeleldjét, vagyis
hogyan lehet kiszamolni lkkt(a, b, c) -t ?

Egyik lehettség lépésrol 1épésre, vagyis az asszociativitdst felhasznélva:
lkkt (a,b,c) = lkkt(lkkt (a,b),c) (35)

vagy olvashatébban: alUbUc= (aUb)Uc.
A Osszefiiggés kétszeri alkalmazdsaval kapjuk:

(b
lkkt(a,b,c) = a U (bUc) = lb alapjdn = % = /8/ alapjan =
a-(bUc) ) a- = a- 2L a-b-c-(aMNbMec)
= (130 alapjén = e — e —
(amb)U(arc) foln e @0)le) (¢ 11b) - (allc) - (bMc)

Kaptuk tehat:

26. Tétel:
a-b-c-(anbMe)

LUbllc= 36
= Ry (@) (6N o) (36)
vagyis
a-b-c-lnko(a,b,c)

lkkt(a, b, c)= 37
(a,b,¢) Inko (a,b) - Inko (a,c) - Inko (b, c) ’ (37)

ahol, mint tudjuk
Inko (a, b, c) = Inko(Inko (a,b) ,c) = Inko(a, Inko (b, c) ) (38)

A egyenlet ismét pontosan megfelel a logikai szitaformuldnak:

laubUc| = la] +|b] + |c| = |lanb| —|lanec|—|bNec|+]anbNe| (39)

mintha a egyenlet logaritmusdt vettiik volna. (Vagy visszafelé: a fenti egyen-
letre az exponencidlis fiiggvényt alkalmazva kapjuk a egyenletet.)
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7. Az Euklideszi algoritmus és egyéb érdekességek

Inko(a,b) -t a és b primtényezés felbontasabol, a primek kitev6ibol hatéroz-
zuk meg. Azonban a modern szdmitégépes alkalmazasoknal (titkosirds, kédolds,
stb.) tobbszdz jegyti szamokkal (=~ 105%°) kell szdmolnunk, amik primtényezds fel-
bontédsa, még a legmodernebb szuperszamitégépekkel is tucatnyi évmilliardig (!)
tartana ! Lasd [§]. (Primfelbontasokkal [9] és Knuth [5] is részletesen foglalkozik
a 4.5.4. pontban.)

Ennyi id6 alatt, ugye tudjuk, kihal az emberiség, a Nap felfivédik Voros Oridssa
és a Fold ennek belsejében kerint (meleg helyzet), utdana a Nap 6sszehizodik Fehér
Torpéve (Fold=7?), és talan a program még mindig fut ...

Szerencsére egy Gkori (geometriai) algoritmust egész szamokra alkalmazva nagyon
gyorsan kiszéamithatjuk tetszolegesen nagy egész szamok legnagyobb kozos osztdjit,
primfelbontés nélkiil. Fuklideszi algoritmusnak hivjék, mert Euklidesz Elemek [2]
7. konyvében irja le részletesen, bar egyes kutatdsok szerint (pl. [5] 325.0ld. vagy
Waerden [13]) 200 évvel kordbban is ismerték, példaul Eudoxosz i.e. 375 koriil.

Csak annyit emlitiink meg, hogy Gabriel Lam 1844 -ben kelt tétele sze-
rint az Euklideszi algoritmus legfeljebb 5-szor annyi 1épést (maradékos osztést)
kivan, mint a kisebbik szdam szdmjegyeinek szdm. Vagyis, példéaul 500 jegyti
szamoknal legfeljebb 5*500=2500 lépésig tart az Euklideszi algoritmus, ami par
szézad-méasodperc. A Lehmer csaldd (apa és fia) tovabb gyorsitotta az Euklideszi
algoritmust, elméletileg is és fogaskerekes-lanchajtdsos "szamolégépiikkel" is, ldsd
[5] 336-38.0ld. és [11].

Knuth [5] az Euklideszi algoritmus tobb alkalmazdsat is megemliti: 3.2.1.2.
pont = wvéletlen szdmok generdldsa, 3.3.3. pont = statisztikai elméleti probdk, 4.3.2.
pont = moduldris aritmetika (szdmolds maradékokkal), 4.3.3. pont = milyen gy-
orsan tudunk szorozni .

-hez hasoléan Inko(us, ..., u,) -t iterdciéval szoktuk kiszémolni:

Inko (uy, ..., un) = Inko (Inko (uy, ..., Up_1) ,Up) = ..., (40)
az asszociativitas alapjan. Knuth [5] mas, bonyolultabb algoritmust is ajénl erre,
ami agonban gyorsabb.

Végiil két érdekesség:

G.Lejeune Dirichlet 1849 tétele (Knuth [5] 332.0ld.): Haw,v € N véletlen-
szertien valasztott egészek, akkor 6/7% ~ 0.60793 annak a valdszinfisége, hogy u és
v relativ primek. O

18) Gabriel Lamé (1795-1870) francia matematikus.

19) A tétel bizonyitdsaban ismét megjelennek a Fibonacci szamok, ldsd példsul Csete Lajos [
cikkében.
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Feladat (Knuth [5], 347. és 600. old.):  Mutassuk meg, hogy tetszbleges
1 < a és u,v nem negativ egészekre

Inko (a" — 1, a® — 1) = a/"*) 1 (41)
és
a* —1=a"-"1"~1 (mod a"—1) . (42)
O
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