Az Euklideszi algoritmus és a lanctortek
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Bevezetés

Az Fuklideszi algoritmust elsésorban a szamelméletben, nagy szdamok Inko és lkkt kisza-
moldsahoz, valamint a véges testek elbdllitdasdhoz, stb., a ldnctorteket pedig irraciondlis szdmok
kozelitésére (approximécié) hasznaljuk. Jelen cikkiinkben, Knuth [3] nyomén "felfedezziik" e
két algoritmus nagymérvii egyezoségét.

Euklidesz tobb, mint kétezer évvel ezelétt geometriai szakaszok (valés szamok) dsszemérheto-
ségét (van-e kozos egység), vagyis Inko-jat hatdrozta meg ([7], [2]), de a médszer valtoztatas
nélkiil alkalmas tobbszdzjegyi szamok legnagyobb k6zos osztdjanak rendkiviil gyors meghataroza-
sara is (primfelbontés nélkiil). A (modern) Euklideszi algoritmussal csak még most ismerkedd
Olvasoknak [8] konyviinket és [5] feladatgyiijteményiinket ajanljuk. A lénctortekkel [10] -ben
ismerkedhetiink meg. [10] szerint Bolyai Farkas szintén foglalkozott lanctortekkel, de a hivatko-
zott [4] link sajnos nem él.

Mindkét algoritmust részletesen elemzi és nagyon sok egyéb (sok meglepd) alkalmazdsét
emliti meg Knuth [3] konyve a 4. fejezetben.

Raciondlis szam lanctort alakja

Adott u > v (pozitiv) egész szdmok, keresendéek 1, ..., T, ... € N | amelyekre:
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Tehat:

v 1 1
Ezm—i—z <=> Uu=vr1+vz=v-r1+711, 2 = T
$3+
JZ4+..
1
Ty = V2] = <=> V=719 +T1220 =T1 -T2+ 12, 29 = 1
X9 + 29
T3 +
T4+ ..
T 1
Ty =T122 = <=> T =Tol3 + T3 = T2 - T3 + 73, Z3 =
T3+ 23 Ty + ...
T2
r3 = TI9Z3 = <=>Tr9g=7T30g + 7324 =73 T4 +7T4,
Ty + 24

vagyis a keresett x4, ..., 7,, ... szdmok éppen az Euklideszi algoritmus hdnyadosai !

Mellékesen bebizonyitottuk a kovetkezd dsszefiiggést:

Tétel: Egy lanctort akkor és csak akkor véges, ha raciondlis. (Ha a ldnctort véges, akkor
z, € N miatt is raciondlis. Ha ¥ raciondlis, akkor a fenti algoritmus végetér, mert v > ry >
ro > ... nemnegativ egész szamok. )

Megemlitjiik még ([11]), hogy Joseph-Louis Lagrange egy tétele szerint egy lanctort pon-
tosan akkor periodikus, ha értéke egy raciondlis egyiitthatés masodfoki egyenlet megoldésa.

Irracionalis szam lanctort alakja

A szémolds menete o ¢ Z esetén hasonlé az el6z6hoz. S6t, az aldbbi szdmolds raciondlis
a = ¢ szamokra is véltoztatds nélkiil helyes, csak most nem egész szdmokkal, hanem kerekitésekkel,
valamint 0 és 1 kozotti valés szamokkal kell foglalkozunk.

Tehat 0 < a < 1 tetszdleges valds szadm, elodllitast keresiink 7 helyett o -ra. Nyilvdn
X1y ey Ty oo € N és 0 < 2; < 1 valés szamok.
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és innen mér latszik az algoritmus. Az algoritmus nyilvan végtelen.
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