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0. Bevezetés

Definicié 1 Az @ = (ag, a1, ...) € CN sorozat generdtorfiiggvénye F (x) := > a,a"
n=0
ahol Dom (F) C C tartalmazza a 0 egy nemiires kérnyezetét. U
Kiindulépontunk a kovetkez6 egyszerti, de fontos észrevétel :

Tétel 2 ([Sz 2001], 6.6.Tétel) Egy a, soroztat generdtorfiiggvénye pontosan akkor
raciondlis tortfiigguény') és 0 nem gyoke a nevezének, ha a sorozat kielégit eqy dllandd
eqyiitthatdji linedris homogén, véges rendt rekurziot?).

1) két polinom hényadosa

2) azaz: an = dian1 + ... +dpan_phak <néskeN, dy,...d, €C,ag= Ag,....,a5_1 =
A1 € C rogzitett szamok.



Specidlisan: F (x) szdmldldjaban és nevezdjében pontosan akkor vannak egész
egytitthatdji polinomok, ha a rekurzidban szereplo eqgyiitthatok egész szamok, amikor
1S a sorozat elemei egész szamok.

Hangsilyozzuk, hogy barmelyik sorozat tobb rekurziv Gsszefiiggést is
kielégithet!

Az 1. fejezetben tobb példat mutatunk olyan rekurziv osszefiiggésekre, amelyek
vagy nem homogének vagy nem véges rendiiek vagy nem &llandé egyiitthatéjiak,
mégis az altaluk meghatdrozott sorozat generatorfiiggvénye racionélis tortfiiggvény,
vagyis a sorozat kielégit egy dllandé egyiitthatéji linearis homogén, véges
rendii (AELHVR) 1s! A példék részletes szamoldsait a 2. Fiiggelékben ismertetjiik.

Célunk iltaldban megkeresni azon rekurziv 0sszefiiggések tipusait, ismertetod
jeleit®, amelyek &ltal meghatdrozott sorozat generatorfiiggvénye raciondlis tortfiig-
gvény. A 2. fejezetben sajnos csak néhdny eredményt és megjegyzést tudunk felmu-
tatni, néhany részletszamolds az 1. Fiiggelékben taldlhato.

A kovetkezd 3.Tételben pontosan lefrjuk azon sorozatok szerkezetét, amelyek
kielégitenek egy dllandé egyiitthatéju linedaris homogén, véges rendi rekurziot.

A 2.Tétel bizonyitésa: Ha
an, = diap_1 + ... +dpan_ (kK <n) (1)

és a kezdeti értékek
ap = Ag, ..., ap_1 = Ay (2)

ahol d;, A; € C és k € N adottak, akkor (1) mindkét oldaldt beszorozva z™ -el és az
egyenleteket tsszegezve k < n esetére kapjuk:

i apx" = dix i 12"V L+ dp® i Ay gz (3)
n==k n==k

n==k

azaz

k-1 k—2
F(x)=) A" = dir <F (2) = Anx”> bl 7 (F () — Agz®)+dpa F ()
@)

3) vagy legaldbbis minél t&bb ilyen nem AELHVR rekurzi6t talalni



ahonnan

=1 =0
F(zr) = — (5)
1-— Z dja:j
j=1
Ha
k—1
F(r)="2—=> a.a" (6)
> hyad =0
7=0
akkor
k—1 k ()
Zgixi = (Z hjxj> : (Z anx”) (7)
i=0 j=0 n=0

és i
0= hj-an (8)
=0

n > k esetén, ami hy # 0 miatt valéban egy allandé egyiitthatéju linedris homogén,

k -rendii rekurzio:
hy hi, (9)
Ay = ——Qp] — oo — —Qpf -
ho " hg "F

Hasznos lesz még [Sz 2001] mésik eredménye és annak &ltaldnositdsa is:

Tétel 3 ([Sz2001] 5.12.Tétel) Legyenek egy dllandd egyiitthatdji k -adrendi linedris
homogén rekurzio karakterisztikus egyenletének kiilonbozo gydkei qq, ...,q € C , algeb-
rai multiplicitdsaik legyenek rendre my,....,my € N (my + ...+ my = k). Ekkor a
rekurzio dltaldnos megolddsa

an :ci-q?—l—cé-n-qf+c§-n2-q?+...+c}nl-nml_l-q?+
ti GG -G tant g+ e, n™ T g+

(10)
+Ct_n+ to. e t 2. .n t =1 n N
g g ey nt gl ey, 0 q (neN)

alaki, ahol cé € C tetszoleges komplex szamok, ha 7 <m; , 1 <t . O
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A Tétel megforditasa is kénnyen igazolhato:

Tétel 4 Egy a, sorozat pontosan akkor elégit ki eqy dllandd egyiitthatdji linedris
homogén, véges rendti rekurzid rekurzict (vagyis generdtorfiggvénye raciondlis tort-
fiigguény), ha a sorozat kvazipolinom (n -ben), azaz a, = q(n) kvazipolinom.

Bizonyitas: Irjuk az a, = ¢ (n) kvazipolinomot (10) alakban. Legyen

LCk — dliCkil — .. do =0

(11)

egy olyan egyenlet, melynek kiilonboz6 gyokei qi,...,q; € C' az mq,...,m; algebrai
multiplicitdsokkal, m; + ... + my = k . Ekkor az a,, sorozat barmely ag = Ay , ... ,

ar = Ay kezdeti éretékekkel (azaz barmely ¢; € C szdmokkal) kielégiti az
ap, = diap_1 + ... +dpan_ (kK <n)

rekurzioét. O

1. Néhany példa
A kovetkezd példak részletes szédmoldsai a 3.2. Fiiggelékben taldlhatok.

Példa 5 Hanoi tornyainak jol ismert rekurziv dsszefiiggése h,, = 2h,,_1+1
ho = 0 . Beszorozva x" -el és dsszegezve kapjuk

ihn =2 ihn_lx" +ix" =2z - ihn_lx”_l + ix"
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

amibol
F(x) — hoz® = 22 - F(z) + -
1—2x
és .
F(z)-(1-2x)= 1—x+0’
gy . .

F(x):(1—x)(1—2x):2x2—3x+1’

ami a Tétel alapjan adja a 0= 2h, o —3h,_1+h, , azaz
hn == 3hn_1 — th_g (2 S n)

rekurziv osszefiiggést, a  hg =0, hy =1  kezdeti értékekkel. O

(12)

(1<n),

(13)

(14)



A (15) bsszefiiggést eddig még nem taldltam meg a szakirodalomban.

Példa 6 Jelolje S, azon, n hosszi, 0,1 karaktersorozatok szémét, amelyekben nem

fordul el6 a 010 részsorozat. Ekkor ([Sz 1997] szerint)
Sn:Sn71+5n73+gn74+-'-+50+2 (3§n)

és
50:1, 51:2, 52:4
A generatorfiggvény (lasd 2. fejezet)

2241
F =
(z) —xd 4+ a2 —2x+1"
tehat S, kielégiti a  —S, 3+ Sp_2—25,1+ S5, =0,

azaz
Sn = 2Sn_1 - Sn_g + Sn_3 (4 S n)

rekurziv 6sszefiiggést az  Sg =1, 51 =2, So =4, 53 =T kezdeti értékekkel.

(16)

(17)

Példa 7 Egy érmét n -szer feldobva, hdny dobdssorozatban fordul eléo az FII rész-
sorozat? Ha S, jeloli az ilyen n -hosszi dobdssorozatok szdmdt, akkor 4 < n esetén

(lasd [Sz 1997])
Sn: (’I’L—Q)-2”—3_20,5'”_3_21,Sn_4_”._2n—3_50
és
SOZ'S’l:SQ:O, S3 = 1.
A generdtorfiggvény (ldsd 2. fejezet)

x3 x3

F - =
(=) —Q2zx—-1)(z—1)(z+22-1) —2a*4a3+4a?>—4dx+1"

tehdt S, kielégiti a —2S, 4+ S,_3+4S, 2 —4S,.1+S5S,=0 , azaz
Sn = 4Sn—l - 4Sn—2 - Sn—3 + 25’71—4 (4 < n)

rekurziv osszefiiggést az  Sog =51 =95,=0, S3=1 kezdeti értékekkel.
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Példa 8 (Pénzvdltasi probléma, [Sz 2001]): Jelolje a,, azon lehetdségek szamdt,
ahdnyféleképpen ki tudunk fizetni n forintot 2 és 3 forintos pénzérmékkel, azaz hdny
nemnegativ gyoke (z,y € N) van a

2y+3z=n (24)
egyenletnek.
Ismert ([Sz 2001]), hogy az a,, sorozat generdtorfiigguénye
F(w) = (1—x2)1(1—x3) :x5—x31—x2+1 ’ (25)
tehdt Opos — Ap_3 — Gp_o+a, =0, azaz
p =02+ an3—a, 5 (5<n) (26)
és ap=1,a1=0,as=a3=a,=1. O

Megjegyzés 9 A (26) rekurzid kozvetleniil is beldthats a (24) egyenlet vizsgdlatdval.

Példa 10 (Altaldnos pénzvdltasi probléma): Legyenek adottak a pozitiv hq, ..., hy
szamok, és jelolje a,, a kévetkezo egyenlet megolddsainak szdmdt:

Ismert ([Sz 2001]), hogy

1
o) =0y (2)

aminek nevezoje szintén raciondlis tortfliigguény, vagyis ez a sorozat is kielégit eqy
dllando egyiitthatdji linedris homogén, véges rendt rekurzict.



Példa 11 A

1
an:<1—|——>-an1, apg =1 (29)
n
rekurzid az
a, =n+1 (30)
sorozatot hatdrozza meg, aminek generdtorfliggvénye
1 1
F(x) = = (31)

(x—17% 22—-2z+1"
tehat a, —2a,-1 +a,_2 =0, azaz
ap =201 —ap—2 (2<n) (32)

és ag=1,a,=2. O

Megjegyzés 12 A fenti a,, sorozatra nyilvin az
ap = ap_1+1 (33)

rekurzid 1s "mukodik”.

Példa 13 Hdany olyan, csak szdmjegyeket tartalmazo, n hosszu karaktersorozat van,
amely paros sok 0 szamjegyet tartalmaz?

Nyilvin ag =1 ésay, =9, ... . Hogyan kaphatunk n hosszi megfelelé sorozatokat?
Vagy egy nemnulla szamjegyet irunk eqgy n — 1 hosszi megfelelé sorozat végére, vagy
az n hosszi megfelelo sorozatunk 0 szamjegyre végzodik. FEz utobbi esetben a sorozast
elsé n—1 szamjegye egy nem megfelelé sorozatot alkot, melyek szama (komplementer)
10"t —a,_1 , vagyis  ap = 9a,_1 + 10"t —qa,_; =

ap = 8,1 +10"1 (1<n), ag=1. (34)

Maivel
1—9x 1—-9x

(1—8z)(1—10z) 1— 18z + 8022’
ezért a, —18a,-1+80a, 2 =0, azaz

a, = 18a,-1 — 80a,—» (2 <n) (36)

F(z) =

(35)

és apg=1,a,=9. ]



2. Altaldnos eredmények

Mint a bevezetdben emlitettiik: célunk azon rekurzidk felkutatédsa, amelyek &dltal
meghatdrozott sorozatok generatorfiiggvénye raciondlis tortfiiggvény. Sajnos jelenleg
csak néhdny részeredményiink van.

A 5, 6 és 13. példdkhoz hasonléan:

Tétel 14 Amennyiben a rekurzié dllandé egyiitthatdju linedris, véges vagy végtelen
rendt, és a zavard tag kvdzipolinom, akkor a sorozat gemerdtorfiigguénye raciondlis
tortfiigguény.

Specidlisan: F' (z) szamldldjaban és nevezdjében pontosan akkor vannak egész
egyiitthatoji polinomok, ha a rekurzioban szereplo egyiitthatok, a kvdzipolonomok
egytitthatoi és a b; alapok is egész szdmok, amikor is a sorozat elemei egész szamok.

Bizonyitas: (i) Ha a rekurzié véges rendii:
ap = d1ap_1 + ... + dgan_ +q(n) (k<n) (37)

akkor a 2. Tétel bizonyitdsa és a 19. Tétel alapjan

k—1
F(x)—) A" = (38)
n=0
k—2
=dix (F (x) — ZAn;v”) R Y L (F (x) — ono) +
n=0
+ dpa® F (z) + Fy(2)
ahonnan
k—1 k—1 k—j—1
> At = (djxj Anzvn) + Fy(x)
Fz) =" e (39)
1-— Z djLEj

Jj=1

(ii) Ha arekurzi6 végtelen rendii, akkor a fenti szamoldst még bonyolitja a dupla
Osszegzés, amit a 6. és 7. Példdk megoldasahoz hasonléan (1dsd a 3.2. alfejezetben)
tudunk kezelni. OJ



A 7. példa mintdjdra is megfogalmazhatunk dltaldnosabb tételeket, sajnos most
csak trividlis dltaldnositdst tudndnk nyudjtani (nem irjuk le ide).

A 7. és 11. példdk alapjan tobbféle nem dllandd egyiitthatdji linedris rekurzidok
generdtorfiiggvénye is raciondlis tortfiiggvény, de dltaldban a nem &llandé egyiit-
that6ju linedris rekurzidk megolddsa differencidlegyenletre vezet (ami a legtobbszor
megoldhatatlan), mint az alabbi rovid példa mutatja.

Példa 15 Legyen

p=0p1+(nN—2) a2 (2<n), ay= Ay, a1 =24 . (40)
Ekkor
Z a, " = Z Qx4+ Z Upo-(n—2) 2" =
n=2 n=2 n=2
o0 o0 /
=z Z ap17" 2P (Z Ap—g - a:”_2> (41)
n=2 n=2
19y
F(z) = Aox® — Ayz' = - (F (z) — Apa®) + 2° - F' () (42)
vagyis
—2* F'(z)+ F(2)-(1-1)= Bz + By, (43)
melynek sajnos csak transzcendens megoldasa van. U

Nyitott Kérdés: mely nem dllandé egyiitthatdji linedris rekurzidk "jok"
(generatorfiiggvényiik raciondlis tortfiiggvény). Tobbek kozott a 7. és 11. példdk
jok.

Bizonyos rekurziék és sorozatok generdtorfiiggvénye azonban biztosan nem racionélis
tortfiiggvény, az 3. Tétel miatt:

K ovetkezmény 16 Példdul a faktoridlis, szubfaktoridlis (derangements), Catalan
szamok semmilyen rekurziv 6sszefiiggése sem jo.



Példaul, a szubfaktoridlisra a kévetkezo rekurzick ismertek ([Sz 1997], [J]):

1)
Dy=n-Dyi+(-1)" (1<n),Dy=1 (44)

2)
Dn = (7’L — 1) : (Dn—l + Dn_g) (2 S 7’L> 5 DO = 17D1 =0. (45)

Altalanos Nyitott Kérdés: Altalaban, milyen szerkezetii rekurzick "jok" ?

3. Fiiggelék

3.1. Polinomok és kvazipolinomok

k
Ebben a fejezetben meghatdrozzuk a kvédzipolinomok (a, = > b7 - p;(n) ,
j=1

p;(n) polinomok, b; € C) generatorfiiggvényeit, amelyek mindig raciondlis tortfiig-
gvények. A Tétel bizonyitdsdhoz egy technikai jelolésre és segéddllitdsra van sziik-
ségiink.

Definicié 17 Tetszbleges i € N nemnegativ egész szamra a x; (n) egész egyiitthatdji
polinomok a kovetkezoek: x,(n) :=1 ési > 1 esetén

x;(n)i=n-(n—=1)-...-(n—i+1) . O (46)

Segédtétel 18 Mivel a x; (n) polinomok fokszamai pontosan N elemeit adjdk egysz-
eresen, és foegyiitthatdjuk 1 , ezért az egész egyiitthatoju polinomok vektorterének
eqy bazisat adjak.  Vagyis barmely p(n) komplex egyiitthatdji polinom egyértelmiien
irhato fel

t
p(n) =Y ri-xi(n) (47)

=0
alakban, ahol r; € C .  Amennyiben p(n) egész egyiitthatdji, gy az r; egyitthatdk is

egészek.
Bizonyitas: teljes indukcidval a p(n) polinom fokszamdra. 0
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¢ ¢
Tétel 19 (i) Tetszbleges p(n) = > cn' = > ri-x;(n) (¢, € C) polinomra
i=0 i=0

és © komplex szamra, |x| < 1 esetén a p polinom generdtorfiggvénye

Fp(x) = ip(n)-w"—irrd%(lix) cxt (48)

n=0 =0

Specidlisan:

= L d 1
Fate) = Sont "= o (25 ot o
n=0

k
(i) Tetszdleges q(n) = ) bip;(n) kvdzipolinomra és x komplex szdmra, || < ¢
j=1

esetén a q kvdzipolinom generdtorfliggvénye

00 k

> F(bjx) (50)

=0 j=1

)
—
K
SN—
i
=
S
&K
3
I

3

Mivel a dczi (ﬁ) deriviltfiiggvények raciondlis tortek, ezért az F,(x) generdtor-
fiiggvények is raciondlis tortfiiggvények.

Amennyiben p (n) egész egyiitthat6ju, akkor az r; szamok is egész szamok, tehdt
F,(x) szamlaléjdban és nevezdjében levé polinomok is egész egyiitthatésak. Ha-
sonléan, ha ¢ (n) Osszes egyiitthatdja és a b; szdmok is egészek, akkor F,(x) szdm-

l4l6jaban és nevezdjében levo polinomok is egész egyiitthatésak.

A 19.Tétel bizonyitds: (i) F,(z) = io (éri : Xz(”)) " = é}rixi. io x:(n)-
:émxi- ion-(n—l)-...-(n—ﬂrl)-x”i: én-% <1ix) Szt

OEFOED <Z b?pj<n>> = S (S0 b)) = X500
U

t e
Az el6zb tételt altaldnosithatndnk negativ kitevokre, azaz p(n) = > — alaku
=17
"tortpolinomokra" is a kovetkezd tétel alapjan (a p -re vald édltaldnos szamoldsokat
nem részletezziik):
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Tétel 20 Legyenu € Z , v € C, |z| < 1 esetén

Ekkor

Q. (x) = Zn“x" )
n=1

1—2z
d
&€ - %Qu—l(x)

—In(—z+1)

/Qu+1(‘r) dr
X
\ 0

ahol F = [, f a0 -ban eltiné primitiv fiigguényt jeloli: F (0) =0 .

Bizonyitds: u > 0 esetén ez a 19.Tétel (i) specidlis esete (most 0° = 0):

Qo(x) - an - l1—=x
n=1

1

(51)
hau=20
hau >0

(52)
hauw=—1
hau <0

(53)

Qu(z) = Zn“ = Zf (T a") =2 (Quae) (54)

Q 4(x) = Zn’l st =
n=1

NE

1

3
Il

a kozismert Taylor sor, mig u < 0 esetén :

Qu(x) =

o0

"
n

—In(—z+1) (55)

in”m” = Z n“+1/x”_1dx = (56)
n=1

n=1
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A fenti tétel csak mésik megvildgitdsa az u > 0 eseteknek, az "u < 0" eset pedig
(u eléjelétd] fiiggetleniil) kovetkezik az "u > 0" esetekbél.)

Azonban az u < 0 eset csak érdekesség, mert az integrdlok mar u < —1 esetén
sem szdmolhatok ki, tehat messze nem raciondlis tortfiiggvények!

t

Megjegyzés 21 Qu(z) = Fuu(x) és Fp(z) = > ¢Qi(x) minden p(x) =
i=0

¢

> ¢z’ polinomra.

i=0

3.2. Szamolasok az 1. fejezethez

Megoldas 22 a 6 példihoz: (??7) -et megszorozzuk x™ -el és dsszegezziik n > 3 -ra

n—3
Spoax"=x-S, 1 2"+ > S a4 22",

t=0
o] o) co n—3 [ee)
oSt =2 > S Y S St 223 Y a3
n=3 n=3 n=3 t=0 n=3

F(x) — (Soz° + Sia! + Spx?) =
co n—3
=z [F(z) — (Soz° + Siz)] + > > S -a" + 223 - = (*)

n=3 t=0
Legyen Z] := S, - x" , és eloszor szamoljuk ki Z Z Si-x Z Z Zp  értékét:
n=3 t= n=3 t=

oo n—3

n=3 t=

= (Z5)
+ (Zi+ 7))
+ (25 + Z7 + Z3)
+ (Z6+Z6+Z6+Z6)
+ (Z§+ Z] + Z3 + Z5 + Z])
Y Ha Q, (z) =z -Q!,_,(x) , akkor nyilvin Q"m( ) _ r_1(x) és (56) kovetkezik.
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+
+ ... =

=(Z3+ 2+ Z3+ 28+ Z] + Z8 + ..
(A28 + 2]+ 28+ )+ (Z8+ZT+ 28+ )+ (ZF+ 284+ ..) +... =

t=0 n=3

=S F(z)=F(2)- 3

n=3 n=3
Tehdt (*) értéke:

=F(x) 23

(Z8+ 28+ Z8 + Z8 + Z§ + ZB)
YV (Z§+ 2P+ ZS+ ZE+ Z8 + ..+

xt) :§3<xn-§)8t-xt> _

1
1—=x

b

F(x)—(1—|—2x—|—4x2):x-[F(x)—1—2x]+F(x)-x3-ﬁ+E,

F(a)=2 F(x)+F(z) 2% ;&% + 2 4 (1+ 20 +42?) — 2 (1 + 22)

F(x)- <1—x——>+2i+2x +z+1
és végiil:
223 2
=+ 2z +x+1 241
Fla)= = = v . (57)
1—x— 2 -3+ a2 —-2x+1

O

1—

x

Megoldas 23 a 7 példihoz:  (20) a kévetkez6 alakban irhato:

Sp=(n—2)-2"3% —

ZQM S,, (3<n). (58)

x™ -el megszorozva és 0sszegezve n > 3 -ra kapjuk:

&)

isnx”: > (n—2)-2”_3-x"—§
n=3

n=3

1 oo
—2)~2"‘3~m”—§ nz

Az elso 0sszeg:
(0. ] o0

I
g

1

(5

© n—3
3 (Z 2n—t.5t.xn) _
n=3 t=0

(2z)""- S, - >, (**)

S (n—2)-278.an =3 3 (n—2)-2“‘3-x”—3:x3.i<%i(g.x)”2) _

n=3 n=3

n=3
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_a? d(2x>_m3 2 B x3
2 dx \1-—2x 2 (20—-17° (22-17%"

a dupla 0sszeghez, a 6 példa megolddsdhoz hasonldan legyen

Zr = (22)"" - S, xt (0<t<n—3n—00),

oo n—3 [e’s) [e’s)
thor S8 7= 5 (S 207) 2= oSt

n=3 t=0 n=3 \t=0

i niszt” = i (i (22)" - St~xt> = (i (231;)") : <t§)stxt> =

n=3 t=0 n=3 \t=0 n=3
1 0 1 2 (22)°
- —(22)° — (22)" — (22)? ) - (F (2) — 0) = F (x) -
(125 - 0 - 20— 202) - (F@) - 0) = Flo)- {20
tehat (**) értéke
3 1 ) 3
2z — 1?2 8 1— 2z
"ES
F(z) (2z—1)? x3 3
xTr) = = — )
1_,_%,% —2z-D(z—D(x+22-1) 2423 +422—4z+1
U

1 1
Megoldas 24 a 11 példihoz: a, = (1+—) CQp1 = nt “Qp_1 , g = 1,
n

n
1+1
alz%-1:2,tehdtan:n+1.

Ekkor F(z)=> (n+1)a2"= > nz"+ > z"=xz > nz" 14+ > 2" =
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
d (e N o= . df 1 1
i (Be) B ()
__r 1 x—(x—l): 1 B 1 0
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Megoldas 25 a 13 példdhoz: Az (34) egyenletet szorozzuk x™ -el és dsszegezziik
n > 1 -re kapjuk:

S apr" =82 Y ap " x> 10" e | azaz F(x)—ag = 8z F (v)+ °
n=1 n=1 n=1 1— 10z
gy F(x) (1—81)=14 —° :
i z)-(1—8x) = és
Y 1— 10z
F(a])zl—i_ﬁ: 1—-92 _ 1—-92 '
(1-8z) (1—-8z)(1—10z) 1— 18z + 80x2
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