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Abstract

Tobb sorozatot is magdban foglalé rekurziv 6sszefiiggésekre adunk dltaldnos
megolddsi médszert.
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Bevezetés

Jelen cikkben N = {0,1,...} .

Definicié 1 (i) Tetszbleges F : CF — C illetve G : CN — C fiigguények és @ =
(ag,ay,...) € CN sorozat esetén az

an = F (p_1, e, Qpr) (k <mn) (1)

illetve az
an =G (an-1, ., ao) (1<n) (2)

egyenleteket (egyenletrendszereket) 1-dimenzids k -adrendii illetve végtelen-rendii
rekurziv osszefiiggéseknek nevezziik.
(i) Adott dy, ...,dy, ... € C szamok esetén az

Gy = d1Gp_1 + ... + dpap_ (k <mn) (3)
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illetve
Ay — dlan—l + ...+ do(lo (1 S n) (4)

egyenleteket (egyenletrendszereket) 1-dimenzids k -adrendi, illetve végtelen-rendi
allandé egyiitthat6ju linedris homogén (AELH) rekurziv dsszefiiggéseknek nevezziik.
O

Az 1-dimenziés AELH rekurziv osszefiiggések megoldasi médszere jol ismert (pl.
[J], [R], [SzI 97], [SzI 01], ...).

Jelen cikkben t6bb (véges vagy végtelen sok) sorozatra vonatkozé szimultan AELH
Osszefiiggésekre keresiink megolddsi médszereket.

Az altalunk bemutatandé linedris algebrai mdédszernek csak a csirdjat taldltam
meg [SG, Section 5.3] -ban, ahol csak a Fibonacci sorozatra haszndljdk. Mivel az
1-dimenziés AELH rekurziv 6sszefiiggésekre a klasszikus médszer (mértani soroza-
tokkal) sokkal egyszeriibb, mi a most ismertetett linedris algebrai mdédszert csak
magasabb dimenziés (t6bb sorozat szimultdn) rekurziv dsszefiiggéseire tandcsoljuk.
A moédszert mér ismertettem [SzI 05] cikkemben.

A médszert elészor bevezetd példakon keresztiil mutatjuk be. A szamoldsok
hosszinak tiinhetnek, de nagyméreti métrixokkal torténdé szamitdsokat mar tobb
évtizede gépek is segitik.

Bemelegités: 2 -dim 1 -rendii

Példa 2 ([SzI 97], [SzI 01, 5.19.Példa])  Oldjuk meg az

Gp = —Qp-1+ bn—l
{ by = 9,1 + Thy_y (5)

rekurzidt az  (an), (bn) C C  sorozatokra.

Megoldas 3 Legyen



ekkor (5) ekvivalens az
X, =X X,_1 (7)

egyenloséggel, aminek megoldisa x, = X"-xo ahol Xx¢:= [Zﬂ a sorozat kezdo
(nulladik) tagja, a k.é.p. .

DE hogyan szamoljuk ki egy X négyzetes mdtriz hatvanyait?
Ez méar kozismert: Ha van X sajatvektoraibdl allé bazis (SVB), akkor egyszertien.
X karakterisztikus polinomja

det(X — AXI) = A\ — 6\ — 16, (8)
ennek gyokei X sajatértékei \y = —2 és Ay = 8, vagyis X hasonld az
-2 0
Y = { 2 } ©)
matrixhoz, vagyis
X=T-Y -T" (10)

valamilyen invertdlhaté T maétrixra. Mivel X sajatvektorai, azaz az
X -u=Au (11)
egyenletet kielégité u €C? vektorok u; = [_11] és up = [gﬂ , a diagonalizélé T matrix

9 =1
10 10
L ] (12)

11
-1 9

T =

] ¢s T '=

és igy valéban X =T - Y - T !

1 1 -2 0 1 9 -1
X:[—l 9}'{ 08}1_()[1 1] ' (13)
Ekkor pedig

w [ LR o

vagyis (a beszorzasok utén) a (5) feladat végs6é megolddsa

an = 75 [8" (a0 + bo) + (—2)"(9ag — bo)]
. . (15)
by = 15 [8"(9ag + 9bo) + (—2)™(—9aq + bo)]
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Altalsdban, ha X hasonlé egy diagonslis Y maétrixhoz, vagyis X =T-Y - T}
valamely invertalhaté T métrixra, akkor nyilvin X" = T-Y"T ' . Madtrixok
diagonalizdlhatésdga pedig elsésorban a sajatértékvektor bazisok 1étezésétol fiigg.

Ha X nem hasonlé egy diagondlis métrixhoz, akkor megprébdlhatjuk X Jordan-
féle normélalakjat felirni.

m -dim 1 -rendii

Az el6z6 fejezetben bemutatott médszert dltaldnosithatjuk tobb sorozatra is:

Definicié 4 Az (ay,),(by),...,(my) € CY sorozatokra és 6, Ao, ..., My € C szdmokra
az aldbbi rekurziot

Ap = 011Gp—1 + 012bp—1 + ... + 01—y ap = Ao
bn = 521an—1 + 522bn—1 + ...+ 52mmn—1 (1 < n) : bO = BO (16)
my = 5m1an71 + 5m2bn71 + ...+ 5mmmn71 mo = MO

m -dimenziés 1 -rendts AELH rekurziv dsszefiiggésnek nevezziik. Il

Megjegyzés: Az m szamu sorozatot mi (ay),(b,),...,(m,) stb. betiikkel jelsltiik.
(2

(b
Precizen azt kellett volna irnunk, hogy (an ),(a )),. ( an ) € CN sorozatok,
5,5, AV AU € € szamok és

17

af) =Y. dyay, 1<i<m,1<n (17)
j=1
és .
a(()l)—A(()Z), 1<i<m. (18)

De (16) talan kicsit olvashatébb mint (17), és hasonléan igy fogjuk irni a tébbi m
-dimenziés fejezetben is a képleteket.



Megoldas 5 (16) megolddsa az el6z6 fejezethez hasonldan a kévetkezo.
Legyen X :=[6;5] € C™™, x,, := [ay, by, ...,mn]T e C™, ekkor (16) ekvivalens

X, = X - X,_1 (19)

-el, aminek megolddsa
x, = X" xq . (20)

Amennyiben X -nek létezik {uy, ..., u,, } sajatvektor bézisa a {1, ..., A, } sajatértékekkel,
akkor X hasonlé az Y = diag [\, ..., \,,] diagondlis matrixhoz, vagyis X = T -Y - T,
ahol T = [uy, ..., u,,], vagyis (16) megoldésa:

X, =T -Y"-T'=T-diag[\},...,\] - T xg (21)
O

A kovetkez6, 4 dimenziés 1 -rendii feladat részletes megoldédséat [SzI 05] -ban
taldlhatjuk:

(pi1 = Gy — by, ap = a
Példa 6 bust =bn =y bo = 0

Cn+1:Cn—dn Co=2¢

dpir = dyp — ayp dy=d

2 -dim 2 -rendiui

Definicié 7 Adott 0;,¢; € C szdmok esetén az

{ Ap = 01Gp_1 + 02ay_2 + 03by—1 + d4by_2 (22)

bn = €1Gp_1 + €202 + €3by 1 + €4y 2
osszefliggést 2 -dimenzios 2 -rendt rekurzionak nevezzik. U

Mivel a rekurzié 2-rendii, azaz a,,_s és b,_» is szerepelnek az 6sszefiiggésben, ezért
az elso feladat az X matrix és az x,, vektor megtaldldsa - egy kicsit gondolkozzon
onélléan az Olvas6. A megfejtést a kovetkezd példa megolddsdban adjuk meg.
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Példa 8 Tekintsiik az

ap = dap_1 + 202 + 3bn—1 + 4bn—2 (2 < n) ap = AO , a1 = Al
b, = Tan_1 + 8ay,—o + 9b,_1 + 6b,_ - bo= DBy, by = B4

rekurziv 0sszefiliggést.

Megoldas 9 Legyen x,=[an,an_1,0bn, bn_l]T (2<n), x1=[A1, Ay, Bi, BO]T, ekkor
(23) ekvivalens az

5 2 3 4
1 000
e Xpo1 =X X,-1 (2<n) (24)
0010
egyenlettel, vagyis
5 2 3 4
1000
X= 78 9 6 ’ (25)
0 010
és valdban x, =X"tx; (1<n).

Vagyis altaldban az (22) rekurziéhoz javasolt matrix és vektor:

(51 (52 53 (54 G,

X = Lo 00 , Xpi= n—1 (26)
E1 &2 €3 &4 bn
0O 0 1 0 bp_1

Megjegyzés: Az X matrix mérete (4 x 4) til nagynak tiinhet a (23) rekurzié
meéretéhez (4 x 4) képest, hiszen az x,, = X - x,,_1 egyenlet mésodik és negyedik sora
csak az "a,,_1 = a,_1" ésa"b,_1 = b,_1", nulla informécidju tsszefiiggéseket kédolja.
Még nagyobb lesz a redundancia a magasabb dimenzi6jui és rendii rekurzidk esetén
(1d. aldbb). Sajnos toméorebb megoldédst most nem ismeriink.

A 6 kérdés az, hogy X diagonalizdlhaté-e.
X sajatértékei: Ay =64 v46, Ay = 6 — /46, \3 = 1 +1, \y = 1 — ¢, sajatvektorai:



40+/46+4-270 40/46—270

73/46+50 T3/A6—50 —1— 141
3v/46+22 3v/46—22 -1 -1
u; = | 7V46+50 [, ug = | 7V46-50 |, u3z = |, ug = ;
V46 + 6 6 — /46 L+ 1—1
1 1 1 1
tehat N
6 + /46 0 0 0 (6 4 v/46) 0 0 0
v — 0 6-v46 0 0 | 0 (6 — v/46) o 0 |
0 0 1+i 0 0 0 (147) 0
0 0 0 1—1 0 0 0 (1 — i)"
A0 VIR0 i —1+i 55531 —0.51242 —1.0 — 1.0/ —1.0+ 1.0i
346422 3v46—22 _ _

T = | #5550 T -1 -1 ~ 0.43443 0.655 00 1.0 ' 1.0 4 ,
1 1 1 1 1.0 1.0 1.0 1.0
25361/46+16 445 1229+/46+17 986 25361/46+16 445 12291/46+17 986 |

47012+/464335 800 47012v/46+335 800 47012v/464335 800 47012v/46+4335 800
_22144/46+414145 27429+/46+186714  _2214/46414145 27429+/46-+186 714
47012v/464335800 47 0124/46+335 800 47012v/46+335800 47 012+/46+335 800
(O R S e (IS S I VAR
PR OW W T ¥R
292 73 292 292 292 146 292 292
5.1394 x 102 4.0207 x 1072 5.1394 x 102 4.0207 x 1072
—4.4544 x 1072 0.569 38 —4.4544 x 1072 0.569 38

~

—3.4247 x 1073 + 0.3425¢  —0.3048 — 0.27067 —3.4247 x 1073 — 0.15757  0.1952 + 0.22957
—3.4247 x 1073 — 0.3425i  —0.3048 + 0.27067 —3.4247 x 1073 + 0.1575; 0.1952 — 0.2295;

Ekkor X=T-Y -T7! X" 1=T.Y"!.T! & x,=X"1x; (1<n).

A konkrét széamoldsokat nem részletezziik, nagy méretiik miatt, de ha bevezetjiik a

a b —1—4i —1+1 a B v 9 Ay
e a1 ~1 4 le ¢ . _ | 4o
T= e f 1+¢ 1—4 |’ T = LKA sz xi= | p
1 1 1 1 v & m™ p By

roviditéseket, akkor



_ Un—1 | _ oyl pely _moynet -1, | Ao
X, = b, =T.Y T !'x%x,=T-Y T By |
bn—l BO
ahonnan:

an = a (V46 + G)n_l (WA + BAg+ yBy + 0By)—(1 —4) (1 —4))" " (wBy + vA; 4+ €A + pBy) —
— (1+4) (1 +4)" 7 LAy + Ao + ABy + puBo)+b (6 — VA6)" ' (€A, + 1By + 9By + AoC),
Ap—1 = C (\/4_6 + 6)n71 (OéAl + 6140 + ’}/Bl + 530)—((1 - i))n_l (7TBl + VAl + 5140 + pBo) —

— (1 +0))"" (eAy + KAy + ABy + uBo)+d (6 — vV/A6)" (eA1 + nB1 + 9By + AgC),
by = (14+4) (149)"" (1AL 4+ KA+ ABy + puBo)+(1 — i) (1 — )" " (7 By + vA; + €Ay + pBy) +

+e (\/E + 6)n_1 (OéAl =+ BAO + ’)/Bl + 5Bo)+f (6 — \/4_6)n_1 (8141 + ?731 + 1980 + AOC))
boo1 = (V46 + 6)”_1 (Ay + BAg + By + 0Bo)+((1 +9)" " (LA + kAg + ABy + uBy) +

+(6—/46)" " (eAy + 1By + 9By + AeC)+((1 — )" (7 By + v Ay + EAg + pBy).

2 1 -3 0
- I 0 O e, .
Hazi feladat: X = 1 9 9 _9 rekurzidja és hatvanyai. U
0 0 1 0



m -dim k -rendi

Definicié 10 Az (a,),(b,),...,(m,) € CV sorozatokra és Qijy ooy iy Ay ooy My € C
szdmokra az aldbbi rekurziot

ap = Zf:l Q01— + Z?:l Bribn—i + ... + Zf:1 Moy M —i a; = A;
k k k L
b =D iy Q2 + D g Boibn—i + .+ D0 HoiMn—; (k<n), bi = B;
My = Zf:l AmiGn—i + Zf:1 Bmibn—i + ... + Zf:1 HopiMin—i m; = M;
(27)
k -rendit m -dimenziés AELH rekurziv dsszefliggésnek nevezziik. O

Egy kis gondolkodds utdn az x, € C*" vektor és az X € CF™ * ¥ mgtrix a
kovetkezo lehet:

Xn,::[anaan—l7‘ﬂuan—k+17bnabn—1a'Habn—k—lv'“aTnnaTnn—lv“'
05171 cee al’k-fl al,k /8171 cee ﬁl,k—l /Bng oo /’Ll,l
1 0 0 0 0 0 ... 0
0 1 0 0 0 0 ... 0
0 1 0 0 0 0 0
&2’1 e a2’k‘71 a2’k /8271 e /32,]‘:_1 /82,k oo ILL2’1
0 0 0 1 0 0 .. 0
0 0 0 0o 1 0 0o .. 0
0 0 0 0 1 0 0
Oém’l OémJgfl O[ch ﬁm,l ﬁm,k—l 6m,k ,um’1
0 0 0 0 0 0o ... 1
0 0 0 0 0 0 0

Koénnyen ellendrizhet6, hogy ekkor valéban x, = X - x,_1

’mn—k-i-l]T =
Hig—1  Hik
0 0
0 0
0 0
Hogp—1 Mo
0 0
0 0
0 0
Mnuk—l ﬂwhk
0 0
11,
1 0

ekvivalens (27) -el.

Qp—k+1
Qp—f

bnfl

bn—k+1
bn—k

mp—1




oo -dim 1 -rendi

Definicié 11 Ha az (a%w)> e C™N (m,w € N) "kétdimenzids sorozat", és F :

Cwv — C fiiggvény (u=k* — 1, k € N\ {0} ), akkor az

o = F () 0<ij <k ij£0) , k<nuw (28)

egyenletrendszert oo -dim k -rendu rekurziv dsszefiiggésnek nevezziik.
A rekurzié kezdeti értékeit ol = A, n,w < k alakban kell megadnunt. O

') helyett frhatunk a -et is (w most nem hatvénykitevo).
Nagyon sok helyen hasznaljdk a fenti, bonyolult 6sszefiiggéseket, példaul [MNPSz]
-ben :
by = 2by_y + 26 = by — by + 0Ty — 26773 (29)

ha3<nés0<w<n-—1, valamint’® =0ha0<n<w, b =1, =2 bl=1,
illetve

ay = ap  + 2+ et
by = ay_ +by +e]
C;sz = a:—l + bz)—l + C:LU—1 + d:—l (30)
dy affj:ll + d}f:ll
Zn g +Cs

[\

ha2 <n,0<w<n, valamint az 6sszes kezddértek 0 , kivéve a = 1, a? = b} =
A =1¢sdl =1.

Sajnos jelenleg csak az aldbbi nagyon specidlis oo -dim 1 -rendi AELH rekurzi6t
tudjuk megoldani:

Példa 12 Legyen (a¥) € CNYN és tekintsiik az

a = 61a¥ ; + 00"~ (1 <n,w) (31)

n—1
AELH rekurziv Gsszefiiggést, 01,02 € C (azaz a~" egyiitthatdja 0), az

n n

A} € C specislis kezdeti értékekkel.
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Megoldas 13 A matrizot (tetszdleges) rogzitett w = W -re oldjuk meg. A (81)
dsszefiiggést felirjuk az osszes 1 < w < W értékekre és hozzdtessziik a (32) egyenletet:

aZV = 51%‘;[/,1—1-52@2:1
ay’ b = iap 3t + daa,) 7
a’ = 610" |+ 6a""] (33)
a")lz = 5101711,1"‘52(1,271
ad = e-d
ami alapjan x)) = [aV, .., ag]T e CWH1 és
61 6o 0 ... 0
0 1 09 0
X:=|o o . . | e cCWEDX(WHI)
0 0 .. 01 0
0O 0 .. 0 ¢
valasztdssal
X=X K, (1<) (34)

ekvivalens (33) -al.

Mivel X specidlis fels6 hdaromszog matrix, ezért hatvdinyar ardnylag konnyen kisza-
molhatoéak.
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