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Bevezetés

Jelen cikkben N = f0; 1; :::g .

De�níció 1 (i) Tetsz½oleges F : Ck ! C illetve G : CN ! C függvények és �!a =
(a0; a1; :::) 2 CN sorozat esetén az

an = F (an�1; :::; an�k) (k � n) (1)

illetve az
an = G (an�1; :::; a0) (1 � n) (2)

egyenleteket (egyenletrendszereket) 1-dimenziós k -adrend½u illetve végtelen-rend½u
rekurzív összefüggéseknek nevezzük.
(ii) Adott d0; :::; dk; ::: 2 C számok esetén az

an = d1an�1 + :::+ dkan�k (k � n) (3)
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illetve
an = d1an�1 + :::+ d0a0 (1 � n) (4)

egyenleteket (egyenletrendszereket) 1-dimenziós k -adrend½u illetve végtelen-rend½u
állandó együtthatójú lineáris homogén (ÁELH) rekurzív összefüggéseknek nevezzük.
�

Az 1-dimenziós ÁELH rekurzív összefüggések megoldási módszere jól ismert (pl.
[J], [R], [SzI 97], [SzI 01], ...).
Jelen cikkben több (véges vagy végtelen sok) sorozatra vonatkozó szimultán ÁELH

összefüggésekre keresünk megoldási módszereket.

Az általunk bemutatandó lineáris algebrai módszernek csak a csíráját találtam
meg [SG, Section 5.3] -ban, ahol csak a Fibonacci sorozatra használják. Mivel az
1-dimenziós ÁELH rekurzív összefüggésekre a klasszikus módszer (mértani soroza-
tokkal) sokkal egyszer½ubb, mi a most ismertetett lineáris algebrai módszert csak
magasabb dimenziós (több sorozat szimultán) rekurzív összefüggéseire tanácsoljuk.
A módszert már ismertettem [SzI 05] cikkemben.
A módszert el½oször bevezet½o példákon keresztül mutatjuk be. A számolások

hosszúnak t½unhetnek, de nagyméret½u mátrixokkal történó számításokat már több
évtizede gépek is segítik.

Bemelegítés: 2 -dim 1 -rend½u

Példa 2 ([SzI 97], [SzI 01, 5.19.Példa]) Oldjuk meg az�
an = �an�1 + bn�1
bn = 9an�1 + 7bn�1

(5)

rekurziót az (an); (bn) � C sorozatokra.

Megoldás 3 Legyen

xn :=

�
an
bn

�
és X :=

�
�1 1
9 7

�
, (6)
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ekkor (5) ekvivalens az
xn = X � xn�1 (7)

egyenl½oséggel, aminek megoldása xn = X
n �x0 ahol x0 :=

�
a0
b0

�
a sorozat kezd½o

(nulladik) tagja, a k.é.p. .

DE hogyan számoljuk ki egy X négyzetes mátrix hatványait?
Ez már közismert: Ha van X sajátvektoraiból álló bázis (SVB), akkor egyszer½uen.
X karakterisztikus polinomja

det(X� �I) = �2 � 6�� 16 , (8)

ennek gyökei X sajátértékei �1 = �2 és �2 = 8, vagyis X hasonló az

Y =

�
�2 0
0 8

�
(9)

mátrixhoz, vagyis
X = T �Y �T�1 (10)

valamilyen invertálható T mátrixra. Mivel X sajátvektorai, azaz az

X � u = �u (11)

egyenletet kielégít½o u 2C2 vektorok u1 =
�
1
�1
�
és u2 =

�
1
9

�
, a diagonalizáló T mátrix

T =

"
1 1

�1 9

#
és T�1=

"
9
10

�1
10

1
10

1
10

#
(12)

és így valóban X = T �Y �T�1 :

X =

�
1 1

�1 9

�
�
�
�2 0
0 8

�
� 1
10

�
9 �1
1 1

�
: (13)

Ekkor pedig

xn =

�
1 1

�1 9

�
�
�
(�2)n 0

0 8n

�
� 1
10

�
9 �1
1 1

�
�
�
a0
b0

�
; (14)

vagyis (a beszorzások után) a (5) feladat végs½o megoldása8<:
an =

1
10
[8n(a0 + b0) + (�2)n(9a0 � b0)]

:
bn =

1
10
[8n(9a0 + 9b0) + (�2)n(�9a0 + b0)]

: (15)
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Általában, ha X hasonló egy diagonális Y mátrixhoz, vagyis X = T �Y �T�1
valamely invertálható T mátrixra, akkor nyilván Xn = T �Yn�T�1 . Mátrixok
diagonalizálhatósága pedig els½osorban a sajátértékvektor bázisok létezését½ol függ.
Ha X nem hasonló egy diagonális mátrixhoz, akkor megpróbálhatjuk X Jordan-

féle normálalakját felírni.

m -dim 1 -rend½u

Az el½oz½o fejezetben bemutatott módszert általánosíthatjuk több sorozatra is:

De�níció 4 Az (an),(bn),...,(mn) 2 CN sorozatokra és �ij; A0; :::;M0 2 C számokra
az alábbi rekurziót8>><>>:

an = �11an�1 + �12bn�1 + :::+ �1mmn�1
bn = �21an�1 + �22bn�1 + :::+ �2mmn�1
:::
mn = �m1an�1 + �m2bn�1 + :::+ �mmmn�1

(1 � n) ;

8>><>>:
a0 = A0
b0 = B0
:::
m0 =M0

(16)

m -dimenziós 1 -rend½u ÁELH rekurzív összefüggésnek nevezzük. �

Megjegyzés: Az m számú sorozatot mi (an),(bn),...,(mn) stb. bet½ukkel jelöltük.

Precízen azt kellett volna írnunk, hogy
�
a
(1)
n

�
,
�
a
(2)
n

�
,...,
�
a
(m)
n

�
2 CN sorozatok,

�ij; A
(1)
0 ; :::; A

(m)
0 2 C számok és

a(i)n =
mP
j=1

�ija
(j)
n�1 ; 1 � i � m ; 1 � n (17)

és
a
(i)
0 = A

(i)
0 ; 1 � i � m : (18)

De (16) talán kicsit olvashatóbb mint (17), és hasonlóan így fogjuk írni a többi m
-dimenziós fejezetben is a képleteket.
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Megoldás 5 (16) megoldása az el½oz½o fejezethez hasonlóan a következ½o.
Legyen X := [�ij] 2 Cm�m, xn := [an; bn; :::;mn]

T 2 Cm, ekkor (16) ekvivalens

xn = X � xn�1 (19)

-el, aminek megoldása
xn = X

n � x0 : (20)

AmennyibenX -nek létezik fu1; :::;umg sajátvektor bázisa a f�1; :::; �mg sajátértékekkel,
akkorX hasonló azY = diag [�1; :::; �m] diagonális mátrixhoz, vagyisX = T �Y �T�1,
ahol T = [u1; :::;um], vagyis (16) megoldása:

xn = T �Yn �T�1 = T � diag [�n1 ; :::; �nm] �T�1 � x0 (21)

�

A következ½o, 4 dimenziós 1 -rend½u feladat részletes megoldását [SzI 05] -ban
találhatjuk:

Példa 6

8>><>>:
an+1 = an � bn
bn+1 = bn � cn
cn+1 = cn � dn
dn+1 = dn � an

(0 � n) ,

8>><>>:
a0 = a
b0 = b
c0 = c
d0 = d

. �

2 -dim 2 -rend½u

De�níció 7 Adott �i; "i 2 C számok esetén az�
an = �1an�1 + �2an�2 + �3bn�1 + �4bn�2
bn = "1an�1 + "2an�2 + "3bn�1 + "4bn�2

(22)

összefüggést 2 -dimenziós 2 -rend½u rekurziónak nevezzük. �

Mivel a rekurzió 2-rend½u, azaz an�2 és bn�2 is szerepelnek az összefüggésben, ezért
az els½o feladat az X mátrix és az xn vektor megtalálása - egy kicsit gondolkozzon
önállóan az Olvasó. A megfejtést a következ½o példa megoldásában adjuk meg.
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Példa 8 Tekintsük az�
an = 5an�1 + 2an�2 + 3bn�1 + 4bn�2
bn = 7an�1 + 8an�2 + 9bn�1 + 6bn�2

(2 � n) ;
�
a0 = A0 ; a1 = A1
b0 = B0 ; b1 = B1

(23)

rekurzív összefüggést.

Megoldás 9 Legyen xn= [an; an�1; bn; bn�1]
T (2 � n), x1= [A1; A0; B1; B0]

T , ekkor
(23) ekvivalens az

xn =

2664
5 2 3 4
1 0 0 0
7 8 9 6
0 0 1 0

3775 � xn�1 = X � xn�1 (2 � n) (24)

egyenlettel, vagyis

X =

2664
5 2 3 4
1 0 0 0
7 8 9 6
0 0 1 0

3775 , (25)

és valóban xn = X
n�1�x1 (1 � n) .

Vagyis általában az (22) rekurzióhoz javasolt mátrix és vektor:

X :=

2664
�1 �2 �3 �4
1 0 0 0
"1 "2 "3 "4
0 0 1 0

3775 , xn:=

2664
an
an�1
bn
bn�1

3775 . (26)

Megjegyzés: Az X mátrix mérete (4 � 4) túl nagynak t½unhet a (23) rekurzió
méretéhez (4� 4) képest, hiszen az xn = X � xn�1 egyenlet második és negyedik sora
csak az "an�1 = an�1" és a "bn�1 = bn�1", nulla információjú összefüggéseket kódolja.
Még nagyobb lesz a redundancia a magasabb dimenziójú és rend½u rekurziók esetén
(ld. alább). Sajnos tömörebb megoldást most nem ismerünk.

A f½o kérdés az, hogy X diagonalizálható-e.

X sajátértékei: �1 = 6+
p
46; �2 = 6�

p
46; �3 = 1+ i; �4 = 1� i, sajátvektorai:

6



u1 =

26664
40
p
46+270

7
p
46+50

3
p
46+22

7
p
46+50p
46 + 6
1

37775, u2 =
26664
40
p
46�270

7
p
46�50

3
p
46�22

7
p
46�50

6�
p
46

1

37775, u3 =
2664
�1� i
�1
1 + i
1

3775 , u4 =
2664
�1 + i
�1
1� i
1

3775,
tehát

Y =

2664
6 +

p
46 0 0 0

0 6�
p
46 0 0

0 0 1 + i 0
0 0 0 1� i

3775 ésYn=

2664
�
6 +

p
46
�n

0 0 0

0
�
6�

p
46
�n

0 0
0 0 (1 + i)n 0
0 0 0 (1� i)n

3775 ,

T =

26664
40
p
46+270

7
p
46+50

40
p
46�270

7
p
46�50 �1� i �1 + i

3
p
46+22

7
p
46+50

3
p
46�22

7
p
46�50 �1 �1

6 +
p
46 6�

p
46 1 + i 1� i

1 1 1 1

37775 t
2664

5:553 1 �0:512 42 �1:0� 1:0i �1:0 + 1:0i
0:43443 0:655 00 �1:0 �1:0
12:782 �0:782 33 1:0 + 1:0i 1:0� 1:0i
1:0 1:0 1:0 1:0

3775 ,

T�1=

26666664

2536
p
46+16 445

47 012
p
46+335 800

1229
p
46+17 986

47 012
p
46+335 800

2536
p
46+16 445

47 012
p
46+335 800

1229
p
46+17 986

47 012
p
46+335 800

� 2214
p
46+14 145

47 012
p
46+335 800

27 429
p
46+186 714

47 012
p
46+335 800

� 2214
p
46+14 145

47 012
p
46+335 800

27 429
p
46+186 714

47 012
p
46+335 800

� 1

292
+
25

73
i � 89

292
� 79

292
i � 1

292
� 23

146
i

57

292
+
67

292
i

� 1

292
� 25
73
i � 89

292
+
79

292
i � 1

292
+
23

146
i

57

292
� 67

292
i

37777775 t

t

2664
5:1394� 10�2 4:0207� 10�2 5:1394� 10�2 4:0207� 10�2
�4:4544� 10�2 0:569 38 �4:4544� 10�2 0:569 38
�3:4247� 10�3 + 0:3425i �0:3048� 0:2706i �3:4247� 10�3 � 0:1575i 0:1952 + 0:2295i
�3:4247� 10�3 � 0:3425i �0:3048 + 0:2706i �3:4247� 10�3 + 0:1575i 0:1952� 0:2295i

3775

Ekkor X = T �Y �T�1, Xn�1 = T �Yn�1 �T�1 és xn = X
n�1�x1 (1 � n) .

A konkrét számolásokat nem részletezzük, nagy méretük miatt, de ha bevezetjük a

T =

2664
a b �1� i �1 + i
c d �1 �1
e f 1 + i 1� i
1 1 1 1

3775 , T�1 =

2664
� �  �
" � � #
� � � �
� � � �

3775 és az x1 =

2664
A1
A0
B1
B0

3775
rövidítéseket, akkor
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xn =

2664
an
an�1
bn
bn�1

3775 = T �Yn�1 �T�1�x1 = T �Yn�1 �T�1�

2664
A1
A0
B1
B0

3775 ,
ahonnan:

an = a
�p
46 + 6

�n�1
(�A1 + �A0 + B1 + �B0)�(1� i) ((1� i))n�1 (�B1 + �A1 + �A0 + �B0)�

� (1 + i) ((1 + i))n�1 (�A1 + �A0 + �B1 + �B0)+b
�
6�

p
46
�n�1

("A1 + �B1 + #B0 + A0�),

an�1 = c
�p
46 + 6

�n�1
(�A1 + �A0 + B1 + �B0)�((1� i))n�1 (�B1 + �A1 + �A0 + �B0)�

� ((1 + i))n�1 (�A1 + �A0 + �B1 + �B0)+d
�
6�

p
46
�n�1

("A1 + �B1 + #B0 + A0�),

bn = (1 + i) ((1 + i))
n�1 (�A1 + �A0 + �B1 + �B0)+(1� i) ((1� i))n�1 (�B1 + �A1 + �A0 + �B0)+

+e
�p
46 + 6

�n�1
(�A1 + �A0 + B1 + �B0)+f

�
6�

p
46
�n�1

("A1 + �B1 + #B0 + A0�),

bn�1 =
�p
46 + 6

�n�1
(�A1 + �A0 + B1 + �B0)+((1 + i))

n�1 (�A1 + �A0 + �B1 + �B0)+

+
�
6�

p
46
�n�1

("A1 + �B1 + #B0 + A0�)+((1� i))n�1 (�B1 + �A1 + �A0 + �B0).

Házi feladat: X =

2664
2 1 �3 0
1 0 0 0
�1 2 �2 �2
0 0 1 0

3775 rekurziója és hatványai. �
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m -dim k -rend½u

De�níció 10 Az (an),(bn),...,(mn) 2 CN sorozatokra és �ij; :::; �ij; Ai; :::;Mi 2 C
számokra az alábbi rekurziót8>><>>:
an =

Pk
i=1 �1ian�i +

Pk
i=1 �1ibn�i + :::+

Pk
i=1 �1imn�i

bn =
Pk

i=1 �2ian�i +
Pk

i=1 �2ibn�i + :::+
Pk

i=1 �2imn�i
:::

mn =
Pk

i=1 �mian�i +
Pk

i=1 �mibn�i + :::+
Pk

i=1 �mimn�i

(k � n) ;

8>><>>:
ai = Ai
bi = Bi
:::
mi =Mi

(i < k)

(27)
k -rend½u m -dimenziós ÁELH rekurzív összefüggésnek nevezzük. �

Egy kis gondolkodás után az xn 2 Ckm vektor és az X 2 Ckm � km mátrix a
következ½o lehet:

xn = [an; an�1; :::; an�k+1; bn; bn�1; :::; bn�k�1; :::;mn;mn�1; :::;mn�k+1]
T =2666666666666666666664

�1;1 ::: �1;k�1 �1;k �1;1 ::: �1;k�1 �1;k ::: �1;1 ::: �1;k�1 �1;k
1 ::: 0 0 0 ::: 0 0 ::: 0 ::: 0 0
0 111 ::: 0 0 ::: 0 0 ::: 0 ::: 0 0
0 ::: 1 0 0 ::: 0 0 ::: 0 ::: 0 0
�2;1 ::: �2;k�1 �2;k �2;1 ::: �2;k�1 �2;k ::: �2;1 ::: �2;k�1 �2;k
0 ::: 0 0 1 ::: 0 0 ::: 0 ::: 0 0
0 ::: 0 0 0 111 0 0 ::: 0 ::: 0 0
0 ::: 0 0 0 ::: 1 0 ::: 0 ::: 0 0
::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: :::
�m;1 ::: �m;k�1 �m;k �m;1 ::: �m;k�1 �m;k ::: �m;1 ::: �m;k�1 �m;k
0 ::: 0 0 0 ::: 0 0 ::: 1 ::: 0 0
::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: 111 ::: :::
0 ::: 0 0 0 ::: 0 0 ::: 0 ::: 1 0

3777777777777777777775

�

2666666666666666666664

an�1
:::
an�k+1
an�k
bn�1
:::
bn�k+1
bn�k
:::
mn�1
:::
mn�k+1
mn�k

3777777777777777777775
Könnyen ellen½orizhet½o, hogy ekkor valóban xn = X � xn�1 ekvivalens (27) -el.
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1 -dim 1 -rend½u

De�níció 11 Ha az
�
a
(w)
n

�
2 CN�N (n;w 2 N) "kétdimenziós sorozat", és F :

Cu�u ! C függvény (u = k2 � 1, k 2 Nn f0g), akkor az

a(w)n = F
�
a
(w�i)
n�j : 0 � i; j � k; ij 6= 0

�
; k � n;w (28)

egyenletrendszert 1 -dim k -rend½u rekurzív összefüggésnek nevezzük.
A rekurzió kezdeti értékeit a(w)n := A

(w)
n , n;w < k alakban kell megadnunk. �

a
(w)
n helyett írhatunk awn -et is (w most nem hatványkitev½o).

Nagyon sok helyen használják a fenti, bonyolult összefüggéseket, például [MNPSz]
-ben :

bwn = 2b
w
n�1 + 2b

w�1
n�1 � bwn�2 � bw�1n�2 + b

w�1
n�3 � 2bw�2n�3 (29)

ha 3 � n és 0 � w � n� 1 , valamint b0n = 0 ha 0 � n � w, b01 = 1, b02 = 2, b12 = 1,
illetve

awn = awn�1 + z
w
n�1 + b

w�1
n�1 + c

w�2
n�1

bwn = awn�1 + b
w
n�1 + c

w�1
n�1

cwn = awn�1 + b
w
n�1 + c

w
n�1 + d

w
n�1 (30)

dwn = aw�1n�1 + d
w�1
n�1

zwn�1 = zw�1n�2 + c
w�3
n�2

ha 2 � n , 0 � w � n , valamint az összes kezd½oérték 0 , kivéve a00 = 1, a01 = b01 =
c01 = 1 és d

1
1 = 1.

Sajnos jelenleg csak az alábbi nagyon speciális 1 -dim 1 -rend½u ÁELH rekurziót
tudjuk megoldani:

Példa 12 Legyen (awn ) 2 CN�N és tekintsük az

awn = �1a
w
n�1 + �2a

w�1
n�1 (1 � n;w) (31)

ÁELH rekurzív összefüggést, �1; �2 2 C (azaz aw�1n együtthatója 0), az

a0n = " � a0n�1 (1 � n) ; a00 = A
0
0 ; (32)

A00 2 C speciális kezdeti értékekkel.
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Megoldás 13 A mátrixot (tetsz½oleges) rögzített w = W -re oldjuk meg. A (31)
összefüggést felírjuk az összes 1 � w � W értékekre és hozzátesszük a (32) egyenletet:

aWn = �1a
W
n�1 + �2a

W�1
n�1

aW�1
n = �1a

W�1
n�1 + �2a

W�2
n�1

:::

awn = �1a
w
n�1 + �2a

w�1
n�1 (33)

:::

a1n = �1a
1
n�1 + �2a

0
n�1

a0n = " � a0n�1

ami alapján xWn :=
�
aWn ; :::; a

0
n

�T 2 CW+1 és

X :=

266664
�1 �2 0 ::: 0
0 �1 �2 ::: 0
::: ::: ::: ::: :::
0 0 ::: �1 �2
0 0 ::: 0 "

377775 2 C(W+1)�(W+1)

választással
xWn = X � xWn�1 (1 � n) (34)

ekvivalens (33) -al.

MivelX speciális fels½o háromszög mátrix, ezért hatványai aránylag könnyen kiszá-
molhatóak.
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