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Abstract

Nem négyzetes mdtrixok inverzeit szemléltetjiik elemi mdédon, linearis al-
gebra nélkiil.
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Bevezetés

Elemi linedris algebrai 6rdkon, tankonyvekben gyakran megpenditik a nem négy-
zetes matrixok inverzét is, néha még feladatokat is kitiiznek (s6t, mar ilyen zh-péld&t
is ldttam). Azonban csak a legjobb linedris algebrai kényvekben (mint példaul [KB])
bizonyitjék be szabatosan, hogy mikor van és mikor nincs (és miért). A bizonyitds
nem nehéz, de tdmaszkodik a linedris kombindcick és a bézis fogalméra. Ezt a rovid
érvelést (a "poén lelovését") a legutolsé fejezetben ismertetjiik.

Jelen frasunkban a jelenségeket elsdsorban szemléltetni akarjuk, csak a matrixok
szorzasdnak fogalma és minimélis kozépiskolai ismeretek felhaszndldsaval. Tobb
megolddsi médszert is bemutatunk.



Elsosorban nem négyzetes matrixok inverzeivel foglalkozunk, mert a négyzetes
matrixok inverzeit kimeritoen targyalja a legtobb linedris algebrai eléadds és tankonyv,
és tulajdonsdgaik nagyon sok tekintetben eltérnek a nem négyzetes matrixok in-
verzeitdl. (Lasd még [Sz 18].)

Az aldbbiakban csak a "tetszOleges" métrixok lehetnek négyzetesek.

Definicié 1 (o) Tetszbleges A mdtrizra az A € R™ ™ jelolés azt roviditi, hogy A
-nak m sora és n oszlopa van.
(i) Tetszbleges { € N esetén az { -dimenzids egységmdtriz E, € R amelynek
fodatlogaban 1, azon kivil 0 szdmok dllnak.
1t) Eqy tetszoleges A € R™ " mdtrix balinverze Y € R"™™ és jobbinverze
9y g J
XeR™ haYA=F, ésAX =F,, . O

Egy nem négyzetes métrix bal- és jobbinverzei egyméstol fiiggetleniil 1étezhetnek
vagy nem léteznek (lasd a kovetkezd fejezetekben), és mivel mar a méreteik sem
egyeznek meg, tehat mindig X # Y.

Azonban a négyzetes matrixok a szorzdsra nézve félcsoportot alkotnak, tehat
minden négyzetes métrixnak a bal- és jobbinverzei mindig megegyeznek. (Lasd még

[Sz 19].)

Definicié 2 Az A € R"™"™ matriz fekvo, ha m < n , azaz kevesebb sora van mint
oszlopa, és allo, ha m > n , azaz kevesebb oszlopa van mint sora. Il

Fekvé métrix transzpondltjal) nyilvan allé, és forditva, és egységmétrix transz-
ponéltja tnmaga.

A kovetkez6 Osszefiiggés és kovetkezménye nagyon hasznos lesz vizsgalatainkban:
Tétel 3 (AB)" = BT AT

Bizonyitas: Vegyiink eld egy papirlapot, és az aldbbi dbrat tiikrozziik a zold
egyenes mentén. U

D MT az M matrix transzpondltjat, azaz a foatléjara tiikkrozottjet jeloli.



A AR ==

(AB)=1'A"
1. abra: (AB)" = BTAT  szemléltetése

Kovetkezmény 4 A -nak pontosan akkor van X balinverze, ha AT -nak van'Y
jobbinverze, és ekkor X =Y7T .

A -nak pontosan akkor van'Y jobbinverze, ha AT -nak van X balinverze, és ekkor
X =YY" O

Tehat elegendd lenne vagy csak jobb vagy csak bal oldali inverzekkel (vagy csak
allo vagy csak fekvé métrixokkal) foglalkoznunk. Els6sorban jobboldali inverzeket
keresiink, de dltalaban azt (is) tekintjiik, amelyik érdekesebb, vagy egyszeriibb.



All6 matrixok

m X 1

csak ugy lehet, ha { Zm i Lo b i 0

ami lehetetlen, mert ax = 1 és by = 1 miatt a betiik egyike sem 0, de ekkor
ay # 0 és bx # 0.

m X 2

Els6 megkozelités:

ap Gz 1 0 0
bl b2 T1 Y1 21| 0 1 0 . .
6 e * [1:2 S e N azt jelenti, hogy

€11 +ara =1, ey:rarys +aya =0, ep:aiz +agze =0
forbiwy +bara =0, f1:b0y1r +baye =1, fo:b1z1 +b220 =0
go:cry + =0, go:cyrteay2=0, gr:icizr+cz=1

) (1)

vagyis az ey egyenes dtmegy az origén és a Py (y1,vy2), Pz (21, 22) pontokon, az fy
egyenes atmegy az origén és a Py (r1,x2), Pz (21,22) pontokon, és a gy egyenes
atmegy az origén és a Px (1, x2), Py (y1,y2) pontokon, tehét az origé és a Px , Py
és Py pontok egy egyenesbe esnek. A Py , Py és P, pontok egyike sem lehet origd,
mert az e; , fi és g; egyenesek egyike sem megy 4t az origén de a Py , Py és Py
pontokon igen. De ha egy egyenes dtrmegy a Px , Py és Pz pontok mindegyikén,
akkor az eldzoek szerint az origén is 4t kellene haladnia, ellentmondés.

(Mellesleg e1 || e , fi || foés g1 |l g0 -)
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2. dbra: Az eq, fo, 9o, €1, f1 és g1 egyenesek

Maiasodik megkozelités:

Az (1) egyenletrendszer vektorok skaldris szorzatdval a kovetkez6 alakban frhato:

€1

fo
€T

90

rax =1,
:bx =0,
cex =0,

es
fi
9

ray =0,
by =1,
ccy =0,

eg:az =0
fi:bz=0
gr:cz=1

(2)

ahol a = (a1,az), b = (b1,b), ¢ = (c1,¢2) € R? adott és x = (21,22), ¥y = (y1,%2),

z = (21, z2) € R? keresendd sikbeli vektorok.
Az e} egyenletek szerint a L y,z , vagyis y || z .

y || z , de ekkor az e; , f1 , g1 egyenletek ("a [/ x",...) nem teljesiilhetnek.

m X 3

Els6 megkozelités:
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by
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Hasonléan, f; szerint x || z
) 0 9
vagyis az X, y, z vektorok parhuzamosak. De mivel e , g5 , f§ szerint a,b,c L x ||

o O O

OO = O

o = O O
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Most 4 pontot és 8 sikot kell megvizsgdlnunk a 3 -dimenziés (xy, X5, X3) koordindtarend-
szerben:

Px (71, m2,73), Py (y1,92,y3), Pz (21,22,23), Pu(ui,uz,u3),

St raix; +asxy +asxs =1, S§:aix, + axy +asxs =0,

S{) tbixy + baxy + baxs = 1, 58 to1xy +baxs +b3xs =0,

Straxitexytexs=1, Si:axy+eaxyt+eax;=0,

SE:dixg +daxs +dzxs =1, S§:dix;+daxs+d3xs =0.

Az S§ sikok athaladnak az origén és a Px , Py , Py , Py pontok koziil hdrom-
hiarom ponton, vagyis ez a négy pont és az origé egy sikban vannak. Azonban az

St stkok nem haladnak &t az origén de a Px , Py , Py , Py pontok koziil legaldbb
harom ponton, ellentmondas.

Maisodik megkozelités:

Az m x 2 esethez hasonléan, az (3) matrixegyenlet (a P pontok illeszkednek az
S sikokra) egyenletrendszer formajéaban, vektorok skaldris szorzatdaval a kovetkezd
alakban frhaté:

Sirrax=1, Si¥:ay=0, S§{*:az=0, S{*:au=0
Skibx=0, S¥:by=1 S¥:bz=0, S:bu=0 (4)
Sgtiex =0, SyY:cy=0, S{¥:cz=1, S":cu=0 "
Sdr:dx =0, S¥:dy=0, S¥:dz=0, S™:du=1

ahol a = (al,ag,ag), b = <b17b27b3), C = (61,62703), d = (d17d27d3) & Rg adott
é¢s  x = (11,22), Yy = (Y1,%2), 2 = (21,22, 23), U = (u1,us,u3) € R?  keresendd
térbeli vektorok.

Az S§* ) She | SE* egyenletek szerint x 1 b,e,d de x fa ,vagyisab,c,d
vektorok egy sikban (az x -re merdleges sikban) vannak, mig az a vektor nincs ebben
a sikban - feltéve, hogy az x vektor létezik. Azonban az S§¥ , S5¥ , S5¥ egyenletek
szerint y | a,c,d , vagyis az a,c,d vektorok egy sikban vannak, vagyis mind a
négy a, b, c,d vektor egy sikban van, ami ellentmondés. 0



mxn,4<n

Els6 megkozelités:

Most R™ -ben n + 1 pontot és az origét, valamint 2 - (n + 1) db n — 1 -dimenziés

hipersikot kell vizsgdlnunk. Az ellentmondds ugyamigy adédik, mint az el6z6 (n < 3)
esetekben.

Maisodik megkozelités:

Most R™ -ben az adott ay, ..., a,, és X1, ..., X, keresend6 vektorokat kell merdlegesség
szerint vizsgdlnunk, az (4) egyenletrendszerhez hasonléan. Egy vektorra merdleges
ortogondlis kiegészito alterek vizsgdlatdval juthatunk ellentmondésra.

Végkovetkeztetés

All6 métrixoknak sohasincs jobbinverze. (Ekvivalens: fekvé matrixoknak sohas-
incs balinverze.)



Fekvo matrixok

1xn

x
[a b ..]=*|y| =[1] azt jelenti, hogy az + by + ... =1,

aminek csak akkor nincs megoldésa, ha a=0=..=0.
2XxXn
1 Y
ay az asg ... T2 Y2| _ 1 0 . .
[51 by by } * N [0 1] azt jelenti, hogy

a1r1 + asxo + agrs + ... = 1 (5)
bll'l -+ bQSCQ -+ b3£€3 +..=0
és
a1y1 + agy2 + azys + ... =0 (6)
biyr +bay2 +bsys + ... =1

Ha az a = (aj,as9,as,...) és b = (by, by, bs, ...) vektorok pdrhuzamosak (vagyis
a; = kb; és b; = Aa; minden i < n esetén), akkor bx = 0 -bdl ax = 0 # 1
ay ag as

kovetkezik, és  ay = 0 -b6l by = 0 # 1, vagyis az
by by b3

} matrixnak

nincs jobboldali inverze.

Ha a és b nem parhuzamosak, akkor taldlhatunk két olyan i, j indexet, amelyekre

a; , a; _ .. L . )

7 + b—] , tegyiik fel, hogy ¢« = 1 és j = 2 . Ekkor barmilyen rogzitett xs, ... és c,d
( J

szamok esetén az

€q 1 A1T] + ATy = C — A3T3 — ... (7)



és
€y - bll'l + bgl’g =d— b3I‘3 — ... (8)
egyenesek nem parhuzamosak. Ebbol pedig az kiovetkezik, hogy ¢ és d akdrmilyen

valasztdsa esetén az egyeneseknek van metszéspontjuk, rdadasul bdrmely r3 € R

szém esetén. Ez pedig azt jelenti, hogy a (5) és (6) egyenletrendszereknek végtelen
sok?) van megoldésa.

Kaptuk tehat:

Tétel 5 A 2 x n méretts fekvdo mdtrizoknak pontosan akkor nincs jobboldali inverze,
ha sorvektorai parhuzamosak. Ha nem parhuzamosak, akkor végtelen sok jobboldali
mverz van. 0]

3 Xn

a; QAo a3 Qg
Legyen A := [by by b3 by
Ci Cp C3 (4

A jobbinverz
r1 Y1 %1

ap Qg a3z Q4 ... To Yz 2o 1 00

bl bg b3 b4 | X [ T3 Ys Z3| = 010

Ci Cop C3 Cq4 ... Ty Ya Z4 0 0 1

azt jelenti, hogy

a1T1 + A9To + A3z + gy + ... = 1
b1I1 + bQIQ + 63I3 + 64934 + .= 0 y (9)
C1T1 + Ty + caxs +caxa + ... =0

a1y + agys + asys + aqys + ... = 0
biyr + bays + b3ys + bays + ... =1 (10)
c1y1 + coys + csys +cgys + ... =0

2) kontinuum szamossagu



és

a121 + Qo229 + a3z3 + asz4 + ... =0
blzl -+ b222 -+ b323 -+ b4Z4 +..=0 . (11)
C121 + Co2o + C323 + C424 + ... = 1

Ha az a = (al,ag,ag,...), b = (bl,bg,bg,...) és és ¢ = (01,62703,...) vektorok
béarmelyike el64ll a masik kett6bél szémmal szorzéssal és dsszeadassal®), példdul ¢ =
A1a + Aob | akkor a (11) egyenletrendszer els® egyenletét megszorozva A; -el, a
masodikat Ay -vel és Osszeadva, a harmadik egyenlet eredménye mindenképpen 0,
barmely (21, 22, 23, ...) megoldds esetén.

Tehdt ez esetben az A matrixnak nincs jobboldali inverze.

Ha nem a fenti eset teljesiil, akkor vannak olyan ¢, j, k indexek, amelyekkel az
a’t = (a;,a;,ax), b5 = (b;, b, by) és ¢*~ = (c;, ¢j, cx) vektorok egyike sem 4ll el
a masik kettobol. Ezt most be kell bizonyitanunk.

Segédtétel 6 Az a,b,c € R” legaldbb 3 -dimenzids vektorok egyike sem dllithato
elo a mdsik ketto linedris kombindcidjaként pontosan akkor, ha léteznek olyan i, j, k
indexek, amelyekkel az a’*~ = (a;,a;,a1), b9 = (b, b;, by) és %= = (¢, ¢, 1)
vektorok egyike sem dll elo a mdsik kettobol.

Bizonyitas: Példaul tekintsiik a ¢ vektor eldallithatésaganak kérdését az a és b
vektorokbdl: van-e az
e1:ax+by=c
(12)
€n A + by = ¢,

egyenletrendszernek (z,y) gyoke (3 < n) ? Ez pontosan azt jelentené, hogy az
e1, ..., €y egyeneseknek van egy kozos metszéspontjuk az (z,y) sikon.

A Segédallités azt sllitja, hogy az eq, ..., e, egyeneseknek pontosan akkor van egy
metszéspontja, ha koziiliikk bdrmely hdromnak van metszéspontja.

Ez a geometriai tétel vagy jol ismert, vagy aldbb beldtjuk. Az n = 3 éllitds
tirivalis, tehdt tegyiik fel, hogy 4 <n .

Ha az osszesnek van akkor nyilvdan béarmely haromnak is van.

Tegyiik fel, hogy barmely hdrom egyenesnek van metszéspontja. Nyilvan ekkor
e; || e; csak gy lehet ha e; = e; (egybeesnek).

3) azaz ugynevezett linedris kombidcidval

10



Ha e }f e , akkor e Ney egyetlen pontbdl &ll, és a feltevés szerint minden tovabbi
egyenes koteles ezen a metszésponton dthaladni.
Ha e; || e2 , akkor e; = ey .
Ha az 6sszes tovabbi egyenes parhuzamos ey -gyel, akkor kész.
Ha csak egyetlen tovabbi egyenes nem parhuzamos e; -gyel, akkor is kész.
Tehét (4 < n miatt) van legalabb kettd egyenes, akik nem pdarhuzamosak eq
-gyel. Az ilyen egyeneseknek tekintsiik az e; -gyel valé metszéspontjait. (Minden,
e1 = ey -vel nem parhuzamos egyenesnek van metszéspontja e; -gyel a feltevés sze-
rint.) Ha kettd ilyen egyenesnek, mondjuk e;q és ey -nak e; -gyel valé metszéspont-
ja kiilonbozo, akkor az e , e , €jo egyeneseknek nincs metszéspontja, ellentmond a
feltevésnek. Tehdt az osszes, e; -gyel nem parhuzamos egyenesnek az e; -gyel valé
metszéspontja azonos, ami bizonyitja allitasunkat. U

Folytatjuk az A matrix inverzének keresését.

Ez esetben az a”*~, b*~ b¥*~ térbeli vektorok nem eshetnek egy sikba.

Feltehetjiik, hogy ¢ = 1, j = 2 és k = 3. Tekintsiik a térbeli (xy, Xy, X3) ko-
ordindtarendszerben az aldbbi sikokat:

S ta1Xy + aaXy + azxz = do — 4Ty — ..., (13)

Sy bixy +baxo +b3x3 = dy — bywg — ..., (14)
és

Se:ciXy + CaXg + C3X3 = de — Caty — ... (15)

ahol d,, dy, d., x4, ... € R tetszoleges szdmok.

A stkok normélvektorai rendre n, = a'®~ = (a1, as,a3), 10y, =b'2" = (b, by, b3)
és mn. =c'B" = (c1,co,03) . A dy, dy, d, x4, ... széMOk véltoztatdsdval a sikok
onmagukkal parhuzamosan mozdulnak el. Mivel az n, , n; , n. normdalvektorok nem
esnek egy sikba, soha nem fordulhat el6, hogy az e, = S, NSy, €4 =S, NS, és
epe = Sp N S, egyenesek (sikok) metszete iires halmaz lenne.

Ez pedig azt jelenti, hogy bdrmilyen d,, dy, d. szdmokra az (9), (10) és (11)
egyenletrendszereknek mindig van megoldésa, mindegyik 4, ... € R szam(ok) esetén.

Vagyis ebben az esetben végtelen sok jobbinverze van az A matrixnak.

Tehat az aldbbi tételt bizonyitottuk be:

Tétel 7 A 3 x n méretti fekvd matrizoknak pontosan akkor van jobboldali inverze,
ha sorvektorai kézil eqyik sem dllithato elo a mdasik kettoé linedris kombindcidjdval.
Ez esetben végtelen sok inverz van. O

11



mxn,4<m

A jobbinverz keresését ismét linedris egyenletrendszerek nyelvére forditjuk le:

ai G a3 Qg il o 21 1 0 0
bioby by by | 72007 o 10 (16)
cp Cy C3 ¢4 A KR
Ta Ys 24
azt jelenti, hogy
A W1 + Gowso + a3ws + Qqwyq + ... = 1 | 0 | 0 | | 0
blwl+bQWQ+b3W3+b4W4+... =0 | 1 | 0 | | 0
01W1+CQWQ+03W3+C4W4+.‘.:0 |0 | 1 | |O y (17)
riwy + Tows + r3ws +rawg + ... =000 ... |1
ahol az w; ismeretlenek helyére rendre az x; , y; , ... , w; ismeretleneket kell
helyettesiteniink, mikézben az = jeltél jobbra levd oszlopokbdl (| jellel elvélasztva)
rendre az elsot, méasodikat, ... , utolsét kell tekinteniink.

Vagyis n -szer kell megoldanunk n ismeretlenes, m egyenletbdl all6 rendszereket.
Az egyenletrendszerek baloldalai megegyeznek (az egyiitthaték A elemei), csak a
jobboldali szamok véaltoznak.

HA A valamelyik, mondjuk iy -dik sora el6all a tobbi sor linedris kombinacié-
jaként, akkor valamelyik egyenletrendszernek nincs megolddsa, vagyis A -nak nincs
jobbinverze. Tekintsiik ugyanis azt az egyenletrendszert (a | jelekkel elvalasztott osz-
lopok koziil azt), amelyikben éppen az ig -dik sorban van 1, a tébbiben pedig 0. Most
a tobbi sornak a megfeleld linedris kombindciéjat véve éppen az ig -dik sort kapjuk,
azonban az = jeltol jobbra 4ll6 0 -4k barmely linedris kombindciéja 0 és nem 1. Ez
az ellentmondds mutatja, hogy ebben az esetben A -nak nincs jobbinverze.

HA pedig ilyen sor nincs, akkor végezziik el a Gauss-elimindcidt. Mivel az egyen-
letrendszerek baloldalai megegyeznek, ezért az n db m x n méretii egyenletrendszert
kezelhetjiik egyetlen m x (n + m) méretii tdbldazatban. A feltétel szerint az elimi-
néicié soran az egyenloségjelektol balra egyetlen sor sem valhat csupa 0 -vd, ami
meggdtolhatnd az egyenletrendszer megoldhatosdgéat. Tehdt az egyenletrendszerek
mindegyikének van megolddsa. Mivel tobb oszlop van mint sor, az elimindcié sze-
rint végtelen sok megoldds létezik. Vagyis ez eseben az A matrixnak végtelen sok
jobbinverze létezik! O

12



Végkovetkeztetés

Fekvd métrixoknak pontosan akkor van jobbinverze, ha egyik sora sem &llithato
el6 a tobbiek linedris kombindcidjaként (azaz sorvektorai linedrisan fiiggetlenek),
ekkor azonban végtelen sok jobbinverz létezik.

(Ekvivalens: all6 métrixoknak pontosan akkor van balinverze, ha egyik oszlopa
sem allithato elé a tobbiek linedris kombindciéjaként [azaz oszlopvektorai linedrisan
fiiggetlenek], ekkor azonban végtelen sok balinverz létezik.)

Linearis algebra - csattané

Mint igértiik, most adjuk meg a rovid, végso valaszt. Rovid, mert feltételezi a
generatorrendszer és a bézis fogalmanak és tulajdonsdgainak ismeretét.

A téma jobb megértése céljabdl javasoljuk a mdtrix-mdtrixz és matriz-vektor szorzé-
sok szemléletes felelevenitését.

Mint tudjuk, az AB métrix (i, j) -edik eleme = A -nak i -edik sordnak és B -nek
j -edik oszlopédnak skaléris szorzata, azaz

n

[AB]i,j = Z [A]zk ) [B]k,j . (18)

k=1

13



3. dbra: [AB]

. szemléltetése

.7

Kicsit dtgondolva ezt az osszefiiggést belathatjuk a kovetkezd hasznos osszefiig-
gést:

Tétel 8 Legyenek az A € R™ ™ madtriz oszlopvektorai aj,...,a, € R™ és legyen

X = [21,...,x,] € R" tetszoleges oszlopvektor.
(i) Ekkor

AX:Zak'xk , (19)
k=1

vagyis:  "Egy mdtrixot jobbrdl szorozva egy v oszlopvektorral = a madtrix
oszlopvektorainak lindris kombindciéja, ahol az egyiitthatok az x vektor
komponensei." (Lasd 4. dbra.)

Hasonloan beldthatjuk:

(i1) "Egy madtrixot balrol szorozva egy y sorvektorral = a matrix sorvek-

torainak lindris kombindcidja, ahol az egyiitthatok az y vektor komponen-
set.” O

Az=[+D +|+xH + + =

4. dbra: x szemléltetése

14



A tétel alapjén érdemes az A, B és az AB matrixokat oszlop- VAGY sorvek-
torokra felbontani ("szétfiirészelni"), és ekkor a kivetkezoket kapjuk:

Koévetkezmény 9 (i) Az AB matriz j -edik oszlopa egyenlé az A mdtriz (5sszes)
oszlopvektoranak lindris kombindcidja, ahol az egyiitthatok a B mdtriz j -edik osz-
lopdanak elemei.

(ii) Az AB matrixz i -edik sora egyenld a B madtriz (0sszes) sorvektoranak lindris
kombindcidja, ahol az egyiitthatok az A mdtrixz i -edik sordnak elemer. U

A kovetkezmény alapjan mér konnyedén meg tudjuk vélaszolni tetszoleges métrixok
jobb- és baloldali inverzeinek [étezését.

Mindossze azt kell még felidézniink, hogy az AX = E egyenletben (A €
R™ ™ X € R E € R™ ™ tetszbleges, akar négyzetes métrixok) az E matrix
oszlopai és sorai éppen az R™ tér kanonikus bazisvektorai.

Tétel 10 (i) Egy tetszdleges A € R"™ ™ matriznak pontosan akkor van jobboldali
wmverze, ha A oszlopvektorai generdtorrendszert alkotnak az R™ térben.
Mas szoval: A oszloprangja = m  (azaz maximdlis).

(i) Egy tetszoleges A € R™ ™ mdtriznak pontosan akkor van baloldali inverze,
ha sorvektorai generdtorrendszert alkotnak az R™ térben. Mas széval: A sorrangja =
n  (azaz maximdlis).

(iit) Négyzetes A € R™*" matrizoknak pontosan akkor van kétoldali inverze, ha
sor- és oszlopvektorai bazist alkotnak az R™ térben, mds széval: A rangja =n  (azaz
maximdalis). O

Koévetkezmény 11 (i) Az &ll6 mdtrizoknak sohasincs jobboldali inverze, mert keve-
sebb oszlopuk van mint sziikséges.

(ii) Egy A fekvd mdatriznak pontosan akkor van jobboldali inverze, ha oszlopvek-
torar generdtorrendszert alkotnak az R™ térben. Ha ez teljesiil, akkor mindig végtelen
sok jobboldali inverze van A -nak. U
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A figyelmes Olvasé észrevehette, hogy a bevezetd fejezetekben a sorok linedris
fiiggetlenségét kaptuk a fekvo matrixok jobbinverzének létezése feltételeként, a mostani
kovetkezményben pedig az oszlopokét. Ezt a latszolagos ellentmonddst az a tétel
oldhatja fel, hogy a ma&trixok sor- és oszloprangja mindig megegyezik!

Megoldasi médszer

A gyakorlatban nem csak azt kérdezziik, hogy van-e a matrixnak inverze, hanem
meg is kell keresniink. Erre csak egy jolismert médszert emlithetiink:

Az
AX=E (20)
egyenletben (A € R™" X € R E € R™™) X -et oszloponként keressiik
("szétflirészeljiik" és "vsszerakjuk"), az x; € R™ oszlopvektorra (j = 1,...,n) az

AXj = ej (21)

egyenletrendszert kell megoldanunk.

A fenti (21) egyenletrendszerek (j =1,...,m) bal oldalai ugyanazok, tehdt szi-
multdn is meg lehet oldani 6ket, akir Gauss, akdr elemi bazistranszformédcié, akar
tetszbleges mas modszerrel.  (Az madj (A) és hasonl6 képleteket nem ajanljuk,
a rengeteg sziikséges szamolds miatt. )
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