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Kivonat

Burnside lemmadja a kombinatorika hatékony, de nehéz, alig ismert eszkdze. Most meg-
probaljuk szemléletesen bemutatni, és a kétszinii nyaklancok problémajat altalaban megoldani.
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Bevezetés

Bar Burnside Lemmaja eredetileg tetsz6leges X halmazon miikodé G < Sx permutaciocsoport
palyainak szamarol szol, sikerrel alkalmazhaté kombinatorikaban is. Elsésorban kiillonb6z6 geomet-
riai alakzatok 6sszeszamlalasakor, a permutaciok ebben az esetben a geometriai transzformaciok.

Jelen cikkiinkben megprobaljuk a lemmat és annak egy alkalmazésat lehetdleg szemléletesen €s
ugyanakkor precizen bemutatni, az Olvasénak 9 oldalon kell keresztiilragni magat (vagy csak at-
lapozni). Sajnos nagyon kevés magyar nyelvii irodalom van ebben a témaban.

Feltételezziik az Olvaso jartassagat az ekvivalencia relaciok és -osztalyozasok (halmazparticiok)
és a szimmetrikus csoportok (bijekciok csoportja) elméletének alapjaiban.

Gépelési problémak miatt a binomidlis egyiitthatokat néha (") alakban jeloljik.

Az éltalanos lemmat egy példaval parhuzamosan mutatjuk be.

1. A Nyaklanc Probléma: p piros és m kék (egyébként egyforma) gyongybdl hanyféle nyak-
lanc készithetd (az 0sszekotés nem latszik) ?

2. Megoldasi otlet: Ha az n=p+m gyongy helyzetét rogzitjik egy koron, pontosabban egy
szabalyos n -szog csucsain, akkor (" p) -féle elrendezés (="atlatszo fénykép”) van, azonban
ezek koziil bizonyosakat geometriai transzformacioval (elforgatassal, tengelyes tiikrozéssel) egy-
masba vihetlink, vagyis ugyanazt a nyakldncot abrazoljdk mas-més nézdépontbol. Tehat, ha az
asztalra letessziik ezen (" p) fényképet, az azonos nyaklancokat abrazolokat egy-egy kupacha
rendezhet;jiik, és csak a kupacok szamdt kérdezziik. (Ezt az X={fényképek} halmaz felosztasanak
[particionak, osztdlyokra bontdsnak] nevezziik, az "ugyanazon nyaklanc" ekvivalencia relaci6
szerint, [X|=("p).) Az 1. abran lathatjuk az osztalyokat, a z6ld és kék nyilak kiilonb6z6 fényképek
kozOotti azonossagot, azaz egy transzformaciot jelolnek, a sarga nyil egy olyan nyaklanc-fényképet
és transzformaciot jelez, amely fényképnek ezen transzformaltja 6nmaga, vagyis ez a fénykép en-
nek a transzformacionak a fixpontja. (Példaul a helybenhagyds [identitas] transzformacionak
minden fénykép fixpontja.)

1. abra: Egy halmaz felosztdsa



Matematikai segédeszkozok

Megemlitettiik, hogy a ket fénykép azonossaga ekvivalencia relacio vizsgalatanal a sza-
balyos n -szog (6nmagaba torténd) transzformaciodi kulcsszerepet jatszanak. Hazi feladat annak be-
latasa, hogy ezen transzformaciok halmaza pontosan

Dn = {id,fl,...,fn-l,tl,...,tn}

ahol id az identitas (helybenhagyas), fi a kozéppont koriili  1*360°%n  szogh elforgatas  (fo = fn
=id) ¢és ti1,..,tn aszabalyos n -szO0g Onmagara torténd tengelyes tiikrozései (paratlan n esetén
egy csucs és a szemben levé oldal felezOpontjan atmend egyenesekre, paros n esetén két szemben
levo cstcson vagy két szemben levé oldal felezOpontjan atmend egyenesekre). Csak megemlitjiik,
hogy Dn -et a még a kovetkez6 alakban is lehet irni :  Dn={id, f1, ..., far, t, tf1, ..., tfa1 }, ahol
t egy tetszéleges, Onmagara torténd tikkrozése a szabalyos n -szognek,

Ezt a Dy halmazt a kompozicio (egymas utan elvégzés, Gsszetett fliggvény képzése) miivele-
tével n -edrendii diédercsoportnak nevezziik. Dn -et érdemes az Sn szimmetrikus csoport rész-
csoportjanak tekinteniink: Dnc Sn és a kompozicié mindkét halmazban ugyanaz. (Az Sn szimmet-
rikus csoport alaphalmaza az 6sszes t:In — In  bijekcio (permutacio) halmaza [In:={1,...,n}],
| Sn|=n!, amivelet pedig ismét e bijekciok kdzotti kompozicio.)

De hogyan kapcsoljuk 0ssze az 1. abran lathaté, X—X fiiggvényeket (szines nyilak) Dy ele-
meivel és a "fényképek azonossaga" ekvivalencia relacioval? Mivel Burnside lemmaja permu-
taciokrol és az alaphalmaz elemeinek palyairol szol, nekiink X—X permutaciok (bijekciok)
kellenek. Az 1. abran lathato szines nyilak vajon ilyenek?

3. Definicio: Tetszoleges o eDn esetén legyen 1o :X—X a kovetkezo fliggvény: minden xeX
-re legyen t,(X) := az x "fényképen" abrazolt szabalyos (szines) sokszogre alkalmazzuk a ¢ transz-
formaciot (permutaciot). m

4. Segédallitas: Minden @eDn esetén 1o :X—X bijekcid (azaz permutacio, vagyis to€Sx ).
Az
X ={1o:9pebn}

halmaz zart a - kompozicié miiveletére (vagyis (Xx,°) részcsoportja (Sx,°) -nek).
Bizonyitas: 1¢(X) minden xeX -re értelmezve van, tehat Dom(ty)=X.

Xczéartae -ra, mert Ty ° Ty =Ty minden ¢@,yeDn esetén.
Nyilvan Tig=idx és 1ty =(te)" inverzfiiggvény, ha y inverze ¢ -nek.

To(X) injektiv, mert  To(X1) = To(X2) -bol

X1 = Tyep(X1) = Ty © Tp(X1) = Ty © To(X2) = Tyep(X2) = X2
kovetkezik, ahol v inverze ¢ -nek.

To(X) sziirjektiv, mert

_ Y=To(X) <=> 1y(y) =X
ha y inverze ¢ -nek. m

5. Segédallitas: HA k és m mindegyike legalabb 3 , akkor
VEQ <> TpF Ty,

azaz y#¢@ esetén 1o (X)#Ty (X) legalabb egy xeX -re
(azaza yx:¢ F— 1o hozzarendelés injekcio).

Bizonyitas: Tekintsiink példaul egy olyan xoeX nyaklanc fényképet, amelyen a p piros gyongy
egymas mellett van. Ekkor ezen xo -nek a ¢ forgatasok szerinti t, képei nyilvan kiilonboznek egy-
mastol és a y tiikrozések szerinti Ty képei is kiilonbdznek egymastol. (Ez az érvelés 1<p<m esetén
is érvényes.)
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Tekintsiik most azt az x1,s nyaklanc fényképet, amikor a gyongyok sorrendje
X1s = pkp...pk..k.

Ennek barmely forgatasa utan az egyetlen p gyongy utan jobbra van az egyetlen k , tiikkr6zés utan
pedig balra, vagyis T¢(X1s) # ty(X1s) barmely ¢ forgatds és barmely v tiikrozés esetén. m

Megjegyzés: Ha p vagy m valamelyike legfeljebb 2, akkor a nyaklanc probléma trivilis,
felesleges lenne hozza a nehéz Burnside Lemmat hasznalnunk.

Azonban az altalanos nyaklanc problémat nem tudjuk a Burnside Lemma nélkiil megoldani,
amiben a t permutaciok atlagat kell kiszamitanunk, persze egyik 1 -t sem szamolhatjuk kétszer.

6. Definicio: Legyen X # & tetszéleges halmaz és (X,°) tetszdleges részcsoportja (Sx,°) -nek.
Definialjuk ekkor XxX -en a kovetkezd <> relaciot: legyen tetszdleges x1,X2eX -re  X1<>X2
ha x1=1(X2) valamelyteX; fliggvényre. m

7. Segédallitas: <> ekvivalencia relacio.
Bizonyitias: <> reflexiv, mert x =id(x). <> szimetrikus, mert Xi=1(X2) <=> X2 =1(X1) .
<> tranzitiv, mert x1=t(X2) és x2=m(X3) -bol kovetkezik X1 = wet(X3) = m(1(X3)) . m

8. Segédallitas: Ha X a bevezetoben elemzett p piros és m kék gyongybdl készitett nyaklancok
halmaza, n=p+m, (X:,°) és <> a Dn transzformaciok alapjan készitett és permutaciocsoport és rela-
cio, akkor az <> szerinti ekvivalenciaosztalyok elemei éppen az azonos nyakldncokat kiilonb6zd
nézOpontbdl bemutatd fényképek halmazai, és igy az ekvivalenciaosztalyok szama éppen arra ad
valaszt, hogy k piros és m kék gyongybol hany kiilonb6z6 nyaklanc készitheto. i

9. Megjegyzés: Barmely X véges halmaz és annak fetszdleges 11 felosztasahoz megadhat6 egy
olyan X.cSx permutaciocsoport, amely szerinti <> relacio szerinti osztalyozas éppen IT .
Bizonyitas: Ha 1:X—X egy olyan permutécio, amely IT minden részhalmazén egy ciklus, akkor a
T altal generalt részcsoport megfelel X -nak. o
( Részletesen: legyenek IT osztalyai BicX, i=1,...k, Bi={xij:j=1,...,Li}, &=|Bi|, majd
T.X—X akovetkez6 fiiggvény: 1(Xij) :=Xij haj<€i és 1(Xiu):=Xi1. EKkor
Xe={id, t, 7% ...,™1} ahol N=Ikkt(l1, ..., &) .) m

Altalanositas és a Lemma

10. Altalanos probléma: Legyen X egy tetsz6leges halmaz és tekintsiink egy X—X permutaci-
0kbol (=transzformaciok) allo G csoportot. (A bevezetdben ez volt X .)
Feladat: Keressiik X olyan xi,...,xk elemeit, amelyek egyike sem vihet6 at G valamelyik

crer

permutacidjaval egy masikba. Pontosabban: csaka k értékét keressiik. m

11. Definiciok: Tetszéleges xeX eseténlegyen Px:= {1(x):1€G} azxelem palyaja,
vagyis amely elemekbe x -et G valamely transzformacioja atviszi (tehat y=t(x)eX, PxcX)
Tetszéleges xeX esetén legyen Fx:={teG:1(x)=x} azon transzformdaciok halmaza,
amelyeknek x fixpontja.
Tetszbleges te€G transzformacio esetén legyen supp(t) := { xeX:t(x)=x } arttransz-
formacié fixpontjaink halmaza (t tartohalmaza, support set). i



12. Allitas: 1eFx <  xesupp(r) . O

A 10. pontban megfogalmazott altalanos feladat szerint a keresett  xi,..., xk elemek  kiilon-
b6z6 palyakon kell, hogy legyenek, vagyis X -en G altal 1étrehozott pdlydk szamat keressiik.

13. Allitas: A killonboz6 palyak diszjunktak, vagyis PxPy#@ esetén Px=Py.
Bizonyitas: Ha zePxnPy, akkor z=ti(x)=12(y), vagyis y=(12)'ta(x) és
x=(11) " 2(y) .

Ha ue Py,akkor u=t3(x)=13((t1) t2(y)) = 13(t1) *12(y) ~ vagyis uePy, azaz PxcPy.

Ha vePy,akkor v=t4(y) = ta((12) *11(x)) = 1a(12) l1s(X)  vagyis vePx azaz PycPx. O

14. Allitas: Barmely x,yeX esetén x -et ugyanannyi transzformacié hagyja fixen, mint
amennyi x-et y-ba atviszi.

Bizonyitas: Legyen Fx dsszeseleme {t1,712,...7h} ¢ésp egy (tetszéleges) olyan permu-
tacio, amely x-et y-ba viszi 4t:  y=p(x) . Allitjuk, hogy csak a pti transzformécidk viszik at x
-ety-ba. (Ezek a permutaciok mind kiilonb6ozéek, mert a {11,72,...Th} permutaciok is kiillonbozdek
és G csoport.) Ha ugyanis y=n(x) valamely 7 permutaciora, akkor x=pln(x) vagyis plim=
ti valamely 7 permuticiora, ahonnan w = pT;. i

15. Megjegyzés: Mivel minden xeX esetén x Py , az allitast Gigy is fogalmazhatnank, hogy a Px
palya minden elemébe ugyanannyi transzformacid viszi x -et. Azonban az allitas eredeti meg-
fogalmazésa hasznosabb az alkalmazasokhoz.

16. Kovetkezik: X -et Px barmelyik y elemébe ugyanannyi (de kiilonb6z06) transzformacio viszi at,
mint ahany eleme van Fx -nek  (és xePx és G minden eleme viszi x -et valahova), ezért minden
xeX -re

Px*IFx| = |G| ~ azaz  |Fd =[GI/|P« . =

17. Kovetkezik: Osszegezve minden xeX -re kapjuk:

Yxex |[Fx = Zxex |G)|Px| =|GJ* Zxex /Py,
majd |G| -vel atosztva kapjuk:

(Exex [Fx)) /|G| =  Zxex 1/|Py|

Ezt szemlélteti az alabbi tablazat:

G\ X1 C X . X|x|
X

T1 =
lsupp(ta)|

Ti 0/1 2= [supp(i)|

6|
Z=[supp(tic))|

Y = |F4 e Y =Fj| . Y =|F| ¥¥= XX

1. tablazat: |Fi| és [supp(t;)| kapcsolata



18. Kovetkezik: A Definiciok utin észrevett ” 1eFx < xesupp(tr) ” Osszefliggés
alapjan (ha az Osszetartozo (x,t) elemparokat szamoljuk Ossze, példaul egy tablazat sorait és
oszlopait 6sszeadva) kapjuk (ezt jelzi a tdblazat jobb alsé mezdjébe irt “XE=X¥" kifejezés) :

Zxex |Fx| = X1 ec |supp(T)] . 0
A jobboldali xeX szerinti 6sszegezést csoportositsuk a palyak szerint (13. Allitas szerint ezek
egy felosztasat adjak X -nek). Mivel mindegyik palydban a palyabeli elemek palyaja ugyanaz,
tehat ugyanannyi elembdl all, ezért mindegyik ilyen csoport esetén a reciprokdsszeg 1. Vagyis a
jobboldali 6sszeg éppen a palydk szama!

Bebizonyitottuk tehat Burnside lemmajat:

19. Burnside Lemma:

(Zc e [supp(1)]) /|G| = apalydk szdma (jelben: = [X/G]),
vagyis:  “az egyes transzformaciok altal fixen hagyott elemek dtlagos szama megegyezik a
palyak, vagyis a kiilonbdzdének tekintett elemek szdmaval.” i

20. Megjegyzések: A 17. Kovetkezmény szerint a palyak szamat a (Zxex |Fx|) /|G| kifejezéssel is
megkaphatjuk, azonban altalaban a Zxex |Fx| 0sszeg meghatarozasa nehezebb, mint a
Y G |supp(t)| Osszegezés.

Az X/G jelolés arra utal, hogy a G csoport hatdrozza meg az  yePx ekvivalencia relaciot,
mely szerinti faktorizacio a (kiilonb6z6) palyak halmazat adja meg.

A Wikipédia szerint ezt el6szor nem Burnside fedezte fel. Burnside 1897-ben megjelent konyvé-
ben ezt Frobenius 1887 -es eredményének tartotta, de valojaban mar Cauchy is ismerte 1845 -ben.

A nyaklanc probléma megoldasa

Az altalaneos, p piros és m kék gyongybdl allé nyaklancos feladat megoldasa.
A p=<2 vagy m=2 esetek trividlisak, tehat 3<p<m feltehetd.

A bevezetSben leirtak szerint n=p+m, X =anyaklanc fényképek halmaza (|X[|=("p)) és
G=Xi={19:9€Dn}, [Xi=|Dn|=2n.

Most mindegyik 1o €Dn transzforméciéra meg kell hatdroznunk 1, fixpontjainak szamat,
vagyis azon nyaklanc-fényképek szdmat, amelyek szimmetrikusak erre a transzformaciora. (Ezen
fixpontok kozott persze lehetnek atfedések is, ugyanaz a fénykép tobb transzformacionak is lehet
fixpontja.)

Tiikrozések
Legyen v tiikr6zés, 6sszesen n tiikrozés van Dy -ben.



paratlan n és paratlan p
A tengely atmegy egy csucson, ez piros, tehat a tobbi piros egyik fele a tengely egyik oldaldn
van, masik fele a masik oldalon, egymasra szimmetrikusan. A lehetdségek szama egyetlen tiikrozés-

re ((n—l)/2 (p-1)/2) binomialis egylitthato. Az 6sszes tiikrozésekre ez egyiittesen

w(n,p) = n* (D2 (50y0)
fixpont.

paratlan n és paros p
A tengely atmegy egy csucson, ez kék. Az el6z6 esethez hasonléan ((n—l)/2 p/z) lehetdség.
Az Osszes tiikkrozésekre ez egyiittesen

w(np) =n* ("2 pp2)
fixpont.

paros n és paros p
Ha a tengely nem megy at két atellenes csucson (ilyen tiikr6zés n/2 van), akkor az eddigiekhez
hasonldan (n/2 p/z) lehetdség van.

Ha a tengely dtmegy két atellenes csucson (ilyen tiikrozés is n/2 van), akkor két eset lehet:
vagy a tengely két cstcsa piros, ez ((n-2)/ 2 (p-2)/2) lehetdség,

vagy a tengely két csucsa kék, ez ((n-2)/2 p/2) lehetdség.
Az Osszes tiikrozésekre ez egylittesen

tp) = Vo [(M2p2) + (22 p2y2) + (M2 )
fixpont.

paros n és paratlan p

Ez csak ugy lehet, hogy a tengely atmegy két atellenes csticson (ilyen tiikkr6zés is n/2 van), egyik
kék masik piros, és a maradék piros csucsok fele a tengely egyik, a masik fele a masik oldalan van,
akarhol, egymasra szimmetrikusan. Ekkor a lehetéségek szama (n/ 2 (p-1)/2) . Az 0sszes tikkrozé-
sekre ez egyiittesen

t(np) = n* (Y2 (p-1y12)
fixpont.

Forgatasok
Legyen ¢ forgatas, i*360%n szoggel, 0<i<n-1.
i=0 esetén ¢i=id (helybenhagyas), aminek mindaz ("p) nyaklanc fixpontja.

Tehat 0<i. i ismételgetésével a nyaklanc 0sszes pontja (akar piros akar kék) elébb-utdbb
visszatér eredeti helyére, mégpedig egyszerre. A legelsé ilyen helyzet i -t6l fligg.

21. Definicié: Legyen G egy tetszdleges csoport (akar véges akar végtelen), geG tetszdleges.
A g elem rendje (order) alegkisebb r szam, amelyik hatvénya g -nek a G egységeleme:

o(g) :=min{teN:g'=ids },
ha ilyen r 1étezik, egyébként pedig  0(Q) := . m



Nyilvan o(id)=1 ¢és véges csoport minden elemének rendje véges.

22. Allitas: A i forgatasrendje  o(gi) = n /Inko(i,n) .
Bizonyitas: r (és () az alegkisebb pozitiv szam, amelyre ¢i' szoge a teljesszog egész
$z4mszorosa, vagyis
r*i*360°/n = £*360°
azaz
r*i=0*n.
Mivel r és € a lehetd legkisebbek, ezért a fenti szam csak  1kkt(i,n) lehet:
r*i = *n = Ikkt(i,n) ,
ahonnan
r =o(ei) = Ikkt(i,n) /i= i*n/Inko(i,n) /i =n/Inko(i,n) . m

23. Megjegyzés: Mivel a nyaklanc szabalyos n-szog, ezért minden gyongy pontosan r forgatas utan
tér vissza eredeti helyére legelészor, vagyis egyszerre! Ezen r mozditds soran egy-egy gyongy
altal érintett pontok halmazai (a cstcspont palyaja) diszjunktak és r méretiick. Ez vonatkozik a
piros gyongyokre is, és természetesen piros gyongy palyaja pirosakbol all. Tehat a ¢i -re szim-
metrikus piros alakzat felbomlik p/r sok, r méretl diszjunkt halmazra.

Vigyazat: p<r esetén nincs r piros gyongyiink, tehat ez esetben @i -nek nincs fixalakzata!

Ebbdl, és a 22. Allitas utolso sorabol tobbek kozott kovetkezik:

24. Kovetkezmény: p>resetén r|n ¢és r|p, tehat r|lInko(n,p). m

25. Allitas: A piros fixpont alakzatok pontosan a kévetkezéképpen nézhetnek ki:
Az 1,..," sorszamu csucsokra tegylink tetszélegesen P/;  piros gyongyot, és ezt az alak-
zatot r -szer elforgatva az érintett csucsokra tegylink piros gyongyoket. i

26. Kovetkezmény: A fixalakzatok szama (n/r p/r) ha r<p,ahol r=n/lnko(i,n)|p.
p<r esetén @i -nek nincs fixalakzata!
Specialisan: Inko(i,n)=1 esetén @i -nek nincs fixalakzata,

¢s Inko(n,p)=1 esetén egyetlen (nem id) forgatasnak sincs fixalakzata.

Az n/Inko(i,n)|p feltétel ugy is fogalmazhatd, hogy Inko(i,n) = n/d ahol d valamely osztdja p -nek. o

27. Jelolés: Legyen #np(i) akovetkezo fiiggvény, ahol 0<i<n-1 ¢és r=n/Inko(i,n) :

#np(0) == ("p),

anp(i):= (" pr)  ha r<péstp

#np(i) =0 ha p<rvagynemr|p. m
Megjegyzések: =0 (@i=1id) esetén Inko(O,n)=n, r=n/n=1, vagyis a kozépsé képlet i=0

esetén is érvényes.
r<p aztjelenti, hogy n/Inko(i,n)<p, azaz n/p<Inko(i,n).



Tehat a végso képlet:

28. Tétel:

gy(n.p) =

A p=6, n=30 specialis eset
Képletiinket ellendrizhetjiik a K6Mal-ban megjelent példa segitségével.

Mivel n és p paros, ezért

130,6) = "2 x[("? pr2) + ("2 (rayz) + (22 ) ] =
soj, % [ (B2 g75) + (82 1) + (282 1) ] =
155 [(*3)+(M2)+(*3)]=13650.

Ezutan olyan 0<i<29 szamokat kell keresniink, amelyekre
30/6 =5<1Inko(i,30) ¢és  r=30/Inko(i,30) | 6 .

Ez legutobbi azt jelenti, hogy 30/Inko(i,30)=1,2,3 vagy 6, vagyis
Inko(i,30) = 30, 15, 10 vagy 5 .

Ezek a kovetkezOk:

P _ — -1 - — (30 ) _

i= 0 => r=1 => a306( 0) := (°” 6) =593 775

i= 5 = =6 =>  ang(5:=(1) = 5

i=10 => r=3 => 2305(10):=(1°2) = 45
i=15 => =2 => 2206(15) = (1 3) = 455
i=20 => r=3 => 2206(20):=(1°2) = 45
i=25 => r=6 => 206(5)=(>1) = 5

dsszesen: 594 330,
tehat a végeredmény  gy(30,6) = (13650+594330)/60 = 10 133
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