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Az dbran egységnyi élhossziisagli rombuszok lathatd, méghozza harom féle méret-
ben. Ezekbdl alkotott mozaikok az 1 egységnyi illetve a 2 egységnyi oldal-
hosszlisagl szabalyos 14-sz6g (angolul: tetradecagon).

A nagyobbik 14-sz6g belsejében tovdbbi szabdlyos 14-szogek lelhetok fel: Van
14 darab olyan, melyek oldalhosszlisdga egységnyi, atellenes csiicspdrjait pedig
a nagy 14-szo6g kozéppontja illetve a nagy 14-szdg csicsai alkotjak; ezek mind






egymas elforgatottjai; az elforgatds kozéppontja megegyezik a nagy 14-sz6g cen-
trumdval. Tovdbbi 6 darab szabalyos 14-szoget taldlunk a jobb oldalon, a kdzép-
pontra szimmetrikusan. Ezen 6 darab szabdlyos 14-szbget a szines vonalak jelzik.
Ezen 14-sz6gek koziil a legkisebbnek (a zdldnek) a legnagyobb &tléja 2 egségnyi
hosszisagl, a legnagyobbnak (a vilagoskéknek) a cstcsait pedig a nagy 14-sz6g
oldalfelezé pontjai alkotjak. Osszességében tehat a jobb oldalon 21 darab szaba-
lyos 14-sz6g valésul meg dgy, hogy azok csiicsai mind a rombuszok csicsaibél
keriilnek ki. Erdekesség, hogy az itt listazott 21 darabbédl a két legkisebb (a
sarga és a zold szinnel jelzett) 14-sz6g cstcsai megtaldlhaték Malajzia zaszlajan
és allamcimerében is, az aranycsillag domboru és homoru csicsainal.

Tekintsiik a mozaikokatt alkoté rombuszok hegyesszogeit. Konnyen lathaté, hogy
ezek 9, 299 és 39, ahol ¥ = 7w /7. Mivel 39+49 = m, ezért sin 39 = sin 449, és igy
a szinusztétel miatt az a = sin v, b = sin 29, ¢ = sin 3¢ oldali haromsz6g szogei
éppen ¥, 20, 49, tehdt ez egy tompaszogii haromszog. Madarpedig a haromféle
rombuszteriilet éppen a =~ 0.434, b =~ 0.782 és c =~ 0.975, hiszen a haromféle






rombusznal a parhuzamos oldalak tdvolsaga éppen a, b és c. Sok érdekes képlet
kapcsolja egymashoz ezt a harom szdmot, példaul a kdvetkezo:

1 1 1

a b ¢
Azaz 2a éppen b és c harmonikus kdzepe. Ennek az egyenloségnek az a geome-

triai jelentése, hogy a szébanforgd haromszégben az egyik magassagvonal hossza
egyenld a masik két magassag Gsszegével. A fenti egyenldséget a jelen dolgozat
végén bizonyitjuk majd. Tovabbi érdekes Gsszefiiggések taldlhatdk az elsé szerzé
két évvel kordbbi dolgozataban (melynek az elérhetésége a jelen dolgozat végén
taldlhatd).

Ha hdarom tizedesjegyre kerekitjiik a, b és c értékét, akkor pedig a fenti egyenlOség

kerekitési hibdjanak a %—szorosébél a
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képletet nyerjiik, ahol a jobb oldal érdekessége, hogy a szamlalé is és a nevezd is
palindromszam, ami azt jelenti, hogy hatulrél elére olvasva ugyanaz.

A jol ismert trigonometrikus addiciés képletekbdl is kénnyen nyeriink Gsszefiig-
géseket a, b és c pontos értéke kozott:

a=2c\/1l—c? ; b=2a\/l—a? c=2byl—>b?
Ezekbdl algebrai stalakitdasokkal megkaphatd, hogy a? < b2 < ¢ éppen a
6423 — 1122% + 562 — 7
polinom hdarom gyocke, azaz
A = 64a® —112a* 4 560° — 7

B = 64b° —112b* + 560 — 7
C = 64c® —112¢* +56¢° — 7



mindegyike nulla. Valéban

A = 64a® —1124* +56a% — 7
= 64(4c%(1 — ?))> — 112(4c%(1 — ¢?))?
+56(4c(1 — %)) — 7
= C-(—64c® —80c* —24c% + 1)
Hasonléképpen

B = 64b° —1120% +560° — 7
— A. (—64a,6 — 80a* — 2442 + 1)

C = 64c® —112¢* 5662 — 7
— B. (—64b6 — 80b* — 24b2 + 1)

Mivel
—64a® — 80a* —24a°+1 ~ —6.780
—64° —800% —24b° +1 ~ —58.18
—64c® —80c* — 242 +1 ~ —149.0



és
6.780 - 58.18 - 149.0 ~ 587
ezért A=B=C =0.

Tehat a 6423 — 11222 + 56z — 7 polinom gydkei valéban a2, b% és ¢2. Ennek a
ténynek az dtfogalmazdsa a kévetkezo:

7
- = 8a% — 14a* + 7a% = 80 — 14b* + 7b% = 88 — 14c* + 762

Kovetkezésképpen (a gyokok és egyiitthatok kozti ismert Gsszefiiggések alapjan)

V7 7

,
abe = = ; a2+b2+c2:1; a2b2—|—b202—|—02a2:§

Tehat a,b és ¢ mértani kdzepe pontosan \6ﬁ/2 ~ 0.692, a négyzetes kozepe
pedig \/7/3/2 = 0.764. A fentiekbdl a szamtani kdzepet is ki tudjuk szamolni,
hiszen

(ab + be + ca)? — (a2b2 + b%c? + c2a2) = 2abc(a + b+ c)



azZaZz

14 I
(ab—|—bc—|—ca)2—§:\/7_(a—|—b—|—c)

Masrészt
(a+b+c)— (a2—|—b2—1—c2) = 2(ab + bc + ca)

azaz mindkét oldalt négyzetre emelve

2
<(a—|—b—|-c)2—£> =g+\ﬁ(a+b+c)

Ebbdl azt nyerjiik, hogy a + b + c az egyik gydke a

162 — 5622 — 1677z — 7

polinomnak. De ennek a polinomnak csak egyetlen pozitiv gyoke van, amely
értéke kozelitdleg 2.1906. Tehdt a, b és c szdmtani kdzepe kozelitdleg 0.730.



Mivel a negyedfoki polinomegyenletek képlettel is megoldhaték, ezért pontos
képletet is tudndnk adni a + b+ c értékére, de az a képlet meglehetdsen bonyolult

lenne.
Most térjiink vissza az egységnyi oldalhossziisagu szabdlyos 14-sz6ghéz. Az dbrdn

kétféle felbontdsat is latjuk, és mindkét felbontdsbdl az jon ki a 14-szog teriilete
7(a—+b-+c). A fentiek alapjan megdllapithatjuk, hogy a szabdlyos 14-sz6g teriilete

74. (16 (;)4 — 56 (;)2 — 167 (%) - 7)

— 162* — 274412 — 5488v/7x — 16807

d

polinomnak az egyetlen pozitiv gyoke, kozelitdleg 15.335.

3/2
Végezetiil megmutatjuk, hogy a teriilet pontos értéke: t = 14a+%. Mivel fent

) ) VT
ldttuk, hogy a teriilet 7(a+b+c), azt kell megmutatnunk, hogy b+c—a = 5.



1

Eldbb azonban bizonyitjuk, hogy % = %—i— =, azaz azt hogy bc = ab + ca, hiszen

-1 1 1_ab—|—ca—bc

a b c abc
A kozelitd értékekbdl is vildgos, hogy

(ab + bc + ca) (—ab + be + ca) (ab + bec — ca) > 0.875

Tehat elegenddé megmutatnunk, hogy

(ab + bc + ca) (—ab + be + ca) (ab — be + ca) (ab+ bc — ca) =0

Mindazonaltal

(ab + bc + ca) (—ab + be + ca) (ab — be + ca) (ab + bec — ca)
= 2a%b°P(a® + b2+ P) — (a4b4 + b*e* + c4a4)

Itt egyrészt

VI\° 7 49
4 128

2&2b2C2(CL2 + b2 —+ CZ) =2 <?



Madsrészt

a*b? + brct + ctat
= (022 + PP + 2a?)? — 202122 (a2—|—b2 +Cz)

B (7)2 L (VT\' 7 _ 49
- \8 8 4 128
Ezzel bizonyitottuk, hogy ab — bc + ca = 0.

Feladatunk még annak a bizonyitdsa, hogy b +c — a — \/77 = 0. Marmost

V7 V7 V7
p= (b—c—ka—?) (—b—|—c+a—7> <b+c—|—a—|—7>



esetén p ~ 2.645, tovabb3a

7
16p<b—|—c—a—%)

= 32(a®b? + b2c? + 2a?) + 56(a? + b2 + ¢?)
—16(a* + b* + ¢*) — 64+/Tabc — 49
= 32-g+56.£—16(a4+b4+c4)_64ﬁ.§
= 21 —16(a* +b* + %)
= 21-16 ((a2 +b° + c2)2 — 2(a?b? + b2 4 c2a2))

= 21—16-((2)2—2-£>

= 0

Legeslegvégezetiil 6sszefoglaljuk, mit tudtunk meg a jelen dolgozatban emlegetett
21 darab szabdlyos 14-szog teriiletérdl. Az elsé dbra bal oldalan lathaté 14-



szog teriilete 73/2/2 + 14sin T ~ 15.335 = 15.335, a jobb oldalon lsthatéé
pedig négyszer akkora, azaz 14+/7 + 56 sin% ~ 61.34. Az elsoként emlitettel
egybevagd tovabbi 14 darab 14-szo6g teriilete nyilvan szintén 73/2/2 + 14 sin %
A masodik dbrdn a szines pottyok dltal kijeldlt szabalyos 14-szogeket a szinek
szerint neveztiik el. A kovetkezd tabldzat mutatja a teriiletiiket kétféle pontos

képlettel és egy kozelitd numerikus értékkel. A tablazat kozépsd két oszlopa kozti
kiilonbség abbél adédik, hogy 2b + 2¢ = 2a + V7.

vildgoskék 2la + 28b+28¢c = 147 + 49a ~ 58.30
sotétkék  14a +21b+28¢c =147 +42a —7b =~ 49.79
barna 14a + 14b +21c = 21/7/2+35a — 7b ~ 37.49
piros l4a 4+ 14b+7c = 7/7/2+21la+7b =~ 23.84
sarga 14a + 7b ~ 11.55
zold Ta ~ 3.04

Slusszpoénként észrevételezziik, hogy a piros és a barna 14-sz6gek teriiletének
osszegébdl a z6ld 14-sz6g teriiletének 8-szorosat levonva pontosan 14+/7-et ka-
punk.
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