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Az 1) esztendOt a kovetkezo két azonossaggal koszontjiik. Mindkettdt bizonyitjuk.

2-44+2-8+2-12+.--4+2-88 =2024 (1)
2 + 2 -+ 2 + -+ 2 = 2024 (2)
cos? 4°  cos? 8° cos? 12° cos2 12°



Az elsé azonossdg a kdnnyebben bizonyithaté. Mar toébb, mint 500 éve Magyar-
orszagi Gyorgy mester (Georgius de Hungaria) is megadta a receptet: Szamtani
haladvdnyndl szamitsuk ki a legnagyobb tag utan kévetkezé tagot (ami mar nincs
a haladvanyban), abbdl vonjuk ki a haladvany legkisebb tagjdt, a kiilonbséget
osszuk el a haladvany kozvetleniil egymdsutani tagjainak kiilonbségével, és az
eredményt még kettovel. Ami kijott, ez a haladvany tagjai darabszamanak a fele;
ezt szorozzuk meg a haladvany legkisebb és legnagyobb tagjdnak 6sszegével; igy
kapjuk a haladvany dsszegét.

Esetiinkben a haladvadny legkisebb eleme 2 - 4, a legnagyobb 2 - 88, a kozvetleniil
egymasutani elemek kiilonbsége 8, tehdt a haladvany elemei szamdnak fele: ((2-
88+2-4—8)/8)/2 =11. Valéban 11 - (8 + 176) = 2024.

A mdsodik azonossag bizonyitdsa mar keményebb dié. Mivel cosl293 — 1+tan?z,

ezért (2) ekvivalens a kdvetkezd azonossaggal

tan® 4° + tan® 8° + tan®12° + - - - + tan® 88° = 990 (3)



Ez az azonossdg a k = 22 értékvalasztasnal specialis esete a kovetkezd azonossag-

_ .
nak, ahol ¥ = TN

k
3" tan? (p?) = 2k% 4+ k (4)
p=1

Allitjuk, hogy ez az azonossdg minden pozitiv egész k-ra fennall. Mivel jél ismert,
hogy

tan60° = /3
tan36° = 1/5— /20
2tan12° = \/27—\/15—\/50—\/2420

ezért a k = 1,2 és 7 esetekben a (4) kdnnyen igazolhaté a tangensre vonatkozé

addicidés képletekkel. Jél ismert kévetkezd polinomazonossag is:

2 3
04 (z — cos2 ;) (z — cos? 77T) (z — cos? 777) — 64,z3 — 80,22 + 14z — 1



Ennek alapjan a £ = 3 esetben is bizonyithaté (4).

Kiilon figyelmet érdemel még a k = 4 eset is; ekkor (4) ezt allitja:
tan? 20° 4 tan® 40° 4 tan? 60° + tan” 80° = 36
Mivel tan? 60° = 3, ezért a

tan80° = 1/33 — tan220° — tan2 40°

azonossagot nyerjiik, mint ekvivalens egyenléséget. Ha ¢t = tan10°, akkor
tan 80° = % tan 20° = —137;2 és
2t
. 2(Z7) 41(1 — 12)
tan40” = 5= 75 5
1_<L> (tc =2t —1)(t-+2t—1)
1—¢2

Mindazondltal (4) jelentése a kK = 4 esetben ez:

1 2t \2 at(1 — 12) ?
2 =3 (1—752) - ((t2—2t—1)(t2—|—2t—1)>




azaz
(1— 3362+ 27¢* — 3t°) (1 — 14¢% + 561" — 62t° + 11¢%) = 0
Mivel
1 — 14t° 4 56t* — 62t° + 111% ~ 0.617
azért arra jutottunk, hogy a k = 4 esetben (4) ekvivalens ezzel:
1 —33t° +27t* — 3t° = 0
Ha ezen utébbi azonossagot akarjuk igazolni, akkor

tanx + tany

tan(x +y) =
( ) 1 —tanx-tany

alapjan

2t
t+1=p 3t — 3

2t 1 _ 242
1—t- -2k, 13

1
— — tan(10° + 20°) =
3~ )



Ebb|
1 — V27t —3t° +/3t3=0
Marmost
(1 — V27t — 3t + V/3t3) (1 + V27t — 3t° — V/3t3)
= 1 —33t% +27¢* — 3¢°

révén lesziink készen.

Laczkovich Miklos professzor felhivta a figyelmiinket egy érdekes fiiggvényazonossa-

gra: Pozitiv egész n-re és komplex z-re fenndll, hogy

po— a
o, cos?(z +E5)  sin? (nz + %T)

Mindkét oldal olyan meromorf fliggvény, ami % szerint periodikus, és ugyanott
vannak a pdlusai azonos reziduumokkal. Ha most ebbe a képletbe z helyére 0O-t,



n helyére 2k + 1-et irunk, akkor cos0 = 1, sin M = +1 vagy —1 és
pT ( pT )
cos = —cos (m—
2k +1 2k + 1
miatt azt kapjuk, hogy
k 2
1 (2k+ 1) —1 5
Zcosz e 5 = 2k“ + 2k
p=0 2k+1

Marmost ez nyilvdnvaléan ekvivalens a (4) azonossaggal.

Nem kivdnjuk bonyolult komplex analizissel terhelni a olvasét, ezért csak kozis-
mert trigonometrikus azonossdgokkal bizonyitjuk majd a (3) azonossagot. A
bizonyitdsunk mintdjara (4) is igazolhatd.



Mindenekel6tt allitjuk a kovetkezdket:

1
_ — 1+ 2(cos4® +cos8° + --- + cos 88°)
sin 2°
—1
s = 1+ 2(cos12° 4 cos24° + - - - + cos 264°)
sin
1 O O O
_ = 1+ 2(cos20” 4 cos40° + - - - 4 cos 440°)
sin 10°
|
: = 1+ 2(cos28° + cosb6° + --- + cos616°)
sin 14°
1 @] @] O
: = 14 2(cos164” 4 cos328” + - -- + cos 3608")
sin 82°
—1 o o 0
260 1+ 2(cosl72” + cos344” + --- + cos3784°)
sin

A fenti azonossagok teljes teljes dltaldnossagban k& = 1,2,---,22 esetén a



kdvetkezOképpen irhatok:

)12 ok 1)
e 1+2) cos 25 (5)
Sin o0 p:]_
Az (5) egyenléség bizonyitdsa céljabdl vezessiik be az
2k — 1 2k — 1

5k:cos( )W—I—isin( i

és az
2k — 1
Sp. = sin ( i

jeloléseket. Itt €1 helyett az egyszeriiség kedvéért csak azt irjuk, hogy €. Nyilvdn

625 = cos(2k — 1)m = —1, tovabba egyrészt e, = 271 masrészt p =
1,2,---,22 esetén 5]?’ = —525_29. Vegyiik észre azt is, hogy
1 (2k — )=

ey +e; 1 = 2cos — 2(1 —2s2) = 2 — 4s%



Vegyiik észre tovabbad, hogy p = 1,2,-.- ,22 esetén

Mérmost (5) jobb oldala ez:

T o R o
= 5222(1+8k—|—5%—|—---—|—5i4)
_ o2 1—ep _ o2 1—(-1) _ 2%
1—¢p 1 — ¢ 1—e¢p
28;22 .slzl —|—8i5

l—e, g1 -1
25;23 + 25,%3 B 25];23 -+ 25%3 B 51%2 -+ 5,;22

epte -2 —4s2 282



tt

22 | _—22 B B
S T o 22(2k — )7 _ G (3 - 22(2k 1)7r>
2 45 45
_an (88k —89)m _ G ((90k — 90) — (2k — 1)) =
90 90
2k — 1
= —sin <( 50 ) _ (k — 1)7r> = (—=1)F 15,

Ezzel (5) bizonyitdsa befejezddott.

Most rédtériink (3) bizonyitdsara. Bevezetjiik a cgtp) = 5£ + e:];p és O =

5222 0P jeloleseket p = 0,1,---,22 és k = 1,2,---,22 esetére. Nyilvan
c](CO) = 2. Mérmost (5) kdvetkeztében
1

_2(%_1)%—1:(Ck—1)2—1:(1,3—2(]k

Sin 90




Mivel
T (k—-1)m (23—-k)=

2 90 - 45

ezért
1 1 2 (23 — k‘,) T

Y T )Y (e LT

Tehat a fentiek szerint azt elegendd bizonyitanunk, hogy

22

3" (0% —20}) = 990
k=1

Elegendd lesz megmutatnunk, hogy Zk2 1 Ok = 44 és hogy 2%2 1 Ck = 1078.

22 22

22 22
Z Cr=> Y (gp(zk 1) 4 o—p(2k— 1)) =y ¥ (8p(2k—1) _|_€—p(2k—1)>

k=1 p=0 p=0 k=1



45
Itt 2 ¢ {—1,1} esetén 322 | 22k 1:'22—__lzése45

22
S (P2R1) 4 p(2k-1))
k=1

()% — (P) (e P)® — (e P)
(P2—1  (eP)P-1

(P = (), (1P = (=)

P21 | (eP)P-

= —1 miatt p # 0 esetén

= (-t
Tehat
22 22
Z Cr = Z(ao—‘,—so) = 44
k=1 k=1

Most k = 1,2,---,22 és p = —1,—2,-.. , —22 esetére vezessiik be a C}gp) =



Cl(c P) jelolést. Vegyiik észre, hogy tetszdleges

w,v € {—22,-21,---,-1,0,1,---,21,22}

esetére fenndll, hogy

c,(;") : c](:) (6%’ - 6,2“) (6% —- 6,;”)

— u—i—v + gku v + g’IL{:L ) + g—u—l—v
(u—|—v) (u—wv)
Ck T ¢

Ezért H = {0,1, .- ,22} esetén

22 22
C]% _ (Z C;@) (Z C}({’U)) _ Z (clgu+v) _|_C](€u—v)>
u=0 =0 u,veH

_ Z(u—kv_,’_gkuv_'_gzv_'_gzu)
u,veH



tt

Yot = 3y 4 z( zl)

u,veH p=0u+v=p u+v=p

22
- 3 e g ¥
p O u—l—v—p p= 23 u+v=p

— Z(p+1)5k+ Z (45 — p) el

p=23

Marmost p = 23,24, ... 45 esetén 5£ —ag_% miatt

22 44
—45
Yoot = S p+1)el - Y (45 -p)el
u,veH p=0 p=23
22 22
= 1+ (p+1)ep— D aey"
q=1

p=1



Hasonléképpen

22 22
> g =14 ) (p+1)e" = > ag
w,veH p=1 q=1
Tovabba
Yot = X gt
u,veH u,veH
22 22
= ) (23 —p)ep + > (23— q)e,*
p=0 q=0
22 22
= 46+ > (23—p)eh + > (23— q)e,.*
Mindazondltal megkaptuk,hogy C’,% az 5;22, 8];21, 81;1, 82 =1, sllf,

5%1, 5%2 olyan egészegyiitthatés kombindciéja, ahol 52 = 1 egyiitthatéja 1+ 1+



46 = 48, tovdbba p = 1,2,.-. ,22 esetén 52 és 5,;29 egyitthatéja egyforman
(p+ 1)+ (—p)+2-(23 — p) = 47 — 2p. Kovetkezésképpen

22 22 22
S CE o= 22-48+ ) Y (47-2p) (h +¢,7)
k=1 k=1p=1
22 22
= 1056 + ) ((47 —2p) Y (s,ﬁ + ekp)>
p=1 k=1
22
= 1056 4 Y (47 —2p) (—1)PH
p=1

= 1078

Végezetiil megemlitjiik, hogy az imént bizonyitott (3) azonossag igy is irhaté:

1 1 1 1 1
+ = 506
1 — cos 4°+1 — COS 12°+1 — COS 20o+ +1 —cos164° 1 —cosl1l72°




hiszen k =1,2,---,22 esetén

2 2
1 —cos(180° — k-8°) 1 — cos(2-(90° — k - 4°))
2
1 —1+4 2sin?(90° — k - 4°)
1
— :1—|—tan2(k-4o)

cos? (k - 4°)



