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Két azonosság az új esztend½o köszöntésére
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Az új esztend½ot a következ½o két azonossággal köszöntjük. Mindkett½ot bizonyítjuk.
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Az els½o azonosság a könnyebben bizonyítható. Már több, mint 500 éve Magyar-
országi György mester (Georgius de Hungaria) is megadta a receptet: Számtani
haladványnál számítsuk ki a legnagyobb tag után következ½o tagot (ami már nincs
a haladványban), abból vonjuk ki a haladvány legkisebb tagját, a különbséget
osszuk el a haladvány közvetlenül egymásutáni tagjainak különbségével, és az
eredményt még kett½ovel. Ami kijött, ez a haladvány tagjai darabszámának a fele;
ezt szorozzuk meg a haladvány legkisebb és legnagyobb tagjának összegével; így
kapjuk a haladvány összegét.

Esetünkben a haladvány legkisebb eleme 2 � 4, a legnagyobb 2 � 88, a közvetlenül
egymásutáni elemek különbsége 8, tehát a haladvány elemei számának fele: ((2 �
88 + 2 � 4� 8)=8)=2 = 11. Valóban 11 � (8 + 176) = 2024.

A második azonosság bizonyítása már keményebb dió. Mivel 1
cos2 x

= 1+tan2 x,
ezért (2) ekvivalens a következ½o azonossággal

tan2 4� + tan2 8� + tan2 12� + � � �+ tan2 88� = 990 (3)



Ez az azonosság a k = 22 értékválasztásnál speciális esete a következ½o azonosság-
nak, ahol # = �

2k+1:
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tan2 (p#) = 2k2 + k (4)

Állítjuk, hogy ez az azonosság minden pozitív egész k-ra fennáll. Mivel jól ismert,
hogy
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ezért a k = 1; 2 és 7 esetekben a (4) könnyen igazolható a tangensre vonatkozó
addíciós képletekkel. Jól ismert következ½o polinomazonosság is:
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Ennek alapján a k = 3 esetben is bizonyítható (4).

Külön �gyelmet érdemel még a k = 4 eset is; ekkor (4) ezt állítja:

tan2 20� + tan2 40� + tan2 60� + tan2 80� = 36

Mivel tan2 60� = 3, ezért a
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azonosságot nyerjük, mint ekvivalens egyenl½oséget. Ha t = tan 10�, akkor
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Mindazonáltal (4) jelentése a k = 4 esetben ez:
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azaz �
1� 33t2 + 27t4 � 3t6

� �
1� 14t2 + 56t4 � 62t6 + 11t8

�
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Mivel

1� 14t2 + 56t4 � 62t6 + 11t8 � 0:617

azért arra jutottunk, hogy a k = 4 esetben (4) ekvivalens ezzel:

1� 33t2 + 27t4 � 3t6 = 0

Ha ezen utóbbi azonosságot akarjuk igazolni, akkor
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révén leszünk készen.

Laczkovich Miklós professzor felhívta a �gyelmünket egy érdekes függvényazonossá-
gra: Pozitív egész n-re és komplex z-re fennáll, hogy
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Mindkét oldal olyan meromorf függvény, ami �n szerint periodikus, és ugyanott
vannak a pólusai azonos reziduumokkal. Ha most ebbe a képletbe z helyére 0-t,



n helyére 2k + 1-et írunk, akkor cos 0 = 1, sin (2k+1)�2 = +1 vagy �1 és
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miatt azt kapjuk, hogy
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Mármost ez nyilvánvalóan ekvivalens a (4) azonossággal.

Nem kívánjuk bonyolult komplex analízissel terhelni a olvasót, ezért csak közis-
mert trigonometrikus azonosságokkal bizonyítjuk majd a (3) azonosságot. A
bizonyításunk mintájára (4) is igazolható.



Mindenekel½ott állítjuk a következ½oket:
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A fenti azonosságok teljes teljes általánosságban k = 1; 2; � � � ; 22 esetén a



következ½oképpen írhatók:
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Az (5) egyenl½oség bizonyítása céljából vezessük be az
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Vegyük észre továbbá, hogy p = 1; 2; � � � ; 22 esetén
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Mármost (5) jobb oldala ez:
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Ezzel (5) bizonyítása befejez½odött.

Most rátérünk (3) bizonyítására. Bevezetjük a c(p)k = "
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Tehát a fentiek szerint azt elegend½o bizonyítanunk, hogy
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Elegend½o lesz megmutatnunk, hogy
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Most k = 1; 2; � � � ; 22 és p = �1;�2; � � � ;�22 esetére vezessük be a c(p)k =
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Hasonlóképpen
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Mindazonáltal megkaptuk,hogy C2k az "
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Végezetül megemlítjük, hogy az imént bizonyított (3) azonosság így is írható:
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