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Ajanlas. Ajanljuk ezt az irdst Hajdu Endre tiszteletére kozelgd kilencvenegyedik

sziiletésnapja alkalmabdl.

Tartalmi Osszefoglalé. Tekintsiink egy ABC' szabalyos hdaromszéget és an-
nak a belsejében egy O pontot, majd a ponthoz tartozé AgBgCy. talpponti



haromszoget. Egy alkalmas pontbdl kicsinyitsiik le az eredeti szabalyos harom-
szbget tgy, hogy a talpponti haromszdgbe beirt A’ B’C’ szabalyos haromszoget
kapjunk. Egy korabbi dolgozatunkban bizonyitottuk, hogy az A’B’C’ szab4lyos
haromszog teriilete a legkisebb az AgBgCp haromszogbe beirt szabalyos harom-
szogek koziil. Par hénapja Hajdu Endre megfigyelte, hogy az AgBgCp harom-
sz6g A* B*C* Morley-hdromszége egyalldstinak tiinik az A’ B’C’ haromszoggel.
Ebben a dolgozatban kimutatjuk, hogy ez kdzelitdleg tényleg igy van, mert ab-
ban az esetben, amikor az AgBgCp haromszog derékszogli, akkor az AgBgCy és
A*B*C* haromszogek kozotti elforduldsi szég kevesebb, mint 1°16’, és ugyanezt
sejtjiik hegyesszégili haromszogekre is.

Bevezetés. Tekintsiink ABC' egyszabalyos haromszéget és annak a belsejében
egy O pontot. Az O pontbdl allitsunk merdlegest a haromszog oldalaira, és a
talppontokat jellje Ag, Bg, Cp olyan sorrendben, hogy A-val szemben legyen Ap,






B-vel szemben legyen By, C-vel szemben legyen Cy. Vildgos, hogy tetszdleges
AgBgCp haromszég megkaphaté ilyen médon alkalmas ABC' szabdlyos harom-
szogbdl feltéve, hogy az AgBpCp haromszdg mindegyik szége 120°-nal kisebb.
A hires Morley-tétel szerint az AgBgCp haromszég belsejében egyértelmiien ki-
jelolodik egy A* B*C* szabdlyos hdaromszog gy, hogy az A*Cy és a B*(Cy sza-
kaszok harmadoljdk az AgBgCy haromszégnek a C-nél 1évd szogét, a B*Ag és
a C*Ag szakaszok harmadoljdk az AgBgCp hdaromszognek a A-nal lévd szogét,
tovabba a C'* By és az A* By szakaszok harmadoljdk az AgBpC hdromszognek
a B-nél |évé szogét. Marmost az A*B*(C'* szabdlyos hdaromszog egyalldstinak
tiinik az ABC illetve A’B'C’ szabalyos hdromszdgekkel.

Az egyallasisag nyilvanvalé abban az esetben, ha az OAg, OBy, OC)p sza-
kaszok kozott van két egyenld, azaz az O pont a ABC hdromszdg valamelyik
szimmetriatengelyén van. Folytonossdg okan lathaté, hogy ha az O pont nincs



rajta egyik szimmetriatengelyen sem, de azok valamelyikéhez kézel van, akkor az
A*B* és az AB szakaszok szoge kicsi kell, hogy legyen. Konkrét szamitdsok vis-
zont azt mutatjdk, hogy ha az O pont nincs a szimmetriatengelyek egyikén sem,
akkor nem varhaté, hogy az A*B* és az AB szakaszok pontosan parhuzamosok
legyenek, viszont az altaluk bezart sz6g a tapasztalatok szerint meglehetdsen
kicsi. A tovabbiakban fel fogjuk haszndli azt az ismert tényt, hogy az AgBoO
haromszog korilirt korébe irt AgBg oldalt szabdlyos haromszég harmadik cstic-
san atmegy a CpO egyenes. (Nyilvdn hasonlé dllitds igaz az BgCpO és CyAgO
haromszogekre is, de azokat a tényeket itt most nem fogjuk felhaszndlni.) Az
itt szereplé O pont nyilvdn az AgBgCp hdaromszog izogondlis pontja, azaz az a
pont, melyre az AgO By, BgOCy, CoOAg szégek egyformdn 120°-osak.

A jelen dolgozatban azt a specidlis esetet vizsgaljuk, amikor az AgBgCy hdarom-
sz0g derékszogii. Meg fogjuk mutatni, hogy az A* B* és az AB szakaszok szdge
minden ilyen esetben kisebb, mint masfél fok.



Derékszogii haromszog Morley-haromszégének allasa. Tekintsiink egy derék-
sz6gli haromszoget és abban a Morley-hdaromszoget mdsodik abra szerint.

Koordinatarendszerben a csicsok: C' = (0;0), A = (b;0), B = (0;a), ahol
b = cos(g —3w) és a = sin(g — 3w), tovdbba az dltaldnossag korlatozasa nélkiil
feltehetjiik, hogy 57 < w < 57 =~ 0.1309. Ki fogjuk szdmitani az E'D szakasz
irdnytangensét w fiiggvényeként. Mivel a C'D és CFE szakaszok a derékszog



harmadol6i, ezért D = (dx;dy) és E = (ex;ey) pontokra dz = ﬁdy és
ey = V/3ey. Ezért az ED szakaszra merdleges egyenesek irdnytangense:

dm_em_\/gdy—egj
ey—dy_\/gegc—dy

Jelolje ezt az iranytangenset tq(w). Szemléletesen nyilvdnvald, hogy 57 < w <

T Z . % 17 < < —TT\ __ ~
g €setén tq(w) szigordan monoton né, tovdbba t1(5;) = 1 és

lim t1(w) = V3
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A CAD haromszoget tekintve megallapithatjuk, hogy

dy = (cos(g — 3w) — dx) tan (;—4 — w>



Kovetkezésképpen

. _cos(§—3w)-tan(%—w)_ cos(§—3w>
7 1—‘,—\@tan<%—w) _\@+tan(12lf+w)
Hasonléan kapjuk, hogy
o sin (§ — 3w)
\f 3 + tan (— — w)

Marmost egyetlen képlettel is felirhatjuk a t1(w) fliggvényt:
\/§cos(”—3w) sin(”—3w)
\/§+tan(12lf+w) \/_—i—tan(——w)
3sin(§—3w) B cos(§—3w)
\/_—|—tan(——w) ﬁ—l—tan(lzlf—l—w)

t1(w) =




Meglepd médon ez a bonyolult képlet Iényegesen leegyszeriisithetd:

t(w) = ta (77T+ )
W) = n|{— w
L 24

Azonban ennek a leegyszeriisitésnek az igazoldsat itt most melldzziik, mert a jelen
dolgozat mondanivaléjahoz nincs sziikség a bizonyitdsra.

A derékszogii haromszog izogonalis pontjanak helyzete. Jel6lje a fenti ABC
derékszogii hdromszog izogondlis pontjat O. Az ACO< tangensét jeldlje to(w).
Az ABO haromszog koriilirt kérén az AB oldali szabalyos haromszég harmadik

csticsa legyen (u; v). Hamar megkaphatd, hogy

2u = b—|—a\f3
2v = a—l—b\/§



Tehat

sin (2 — 3w
k=2 — (8 > :tan(z—3w)
b cos (%—Z’w) 3
jeloléssel
() a+bv/3 kb+by3 V3+k
w) = — e
2 b+av3 b+kbv/3  1+kV3
Mindazonaltal
34+ tan(Z —3
to(w) = V3 + tan(g — 3w)

1+ v/3tan(§ — 3w)

Az igért egyenlétlenség. Végezetiil megmutatjuk, hogy 57 < w < 57 esetén
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fennall, hogy

197
0 < arctant — arctant < —— ~ 0.022108
arctantq(w) — arctanto(w) 5700

Megadjuk az arctanti(w) — arctanty(w) fliggvény grafikonjat.

A grafikonrdl lathaté, hogy a kiilonbségfiiggvény koriilbelil 0.03-nal veszi fel
maximumat, ami kevesebb, mint 1°16’, azaz 0.022108 radian. Itt 1°16’ pontos



értéke radianban:
197

2700
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