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Bevezetés

Vegyiink el6 harom kisméretii tdrgyat, mondjuk ceruza, ajakrizs, bicska. Az
asztalra tesziink 24 diét, amibdl hdrom 6nként jelentkezének 1, 2 illetve 3 szemet
adunk, tegyék zsebre. Megkérjiik 6ket, hogy tavollétiinkben rejtsenek el zsebiikbe
egy-egy targyat. Tovdbba: aki a ceruzat dugta el, vegyen el még ugyananny: diét,
mint amennyit adtunk neki, az ajakrizs gazdéja kétszer annyit vegyen el mint
amennyit toliink kapott, mig a bicskdnkat rejtegeté médium didinak négyszeresét
vegye még el, és tegyék zsebre ezeket a didkat is. A szobdba visszatérve csak
rapillantunk az asztalon maradt diékra (megszamoljuk ket), és kitaldljuk, kinél
milyen tdrgy van!

A megoldés kulcsét, azt hiszem, nem kell részleteznem: minden lehetdség (per-
mutacid) esetén mds az asztalon maradt dick szdma. Ezt kis tdbldzatban kénnyen
ki is mutathatjuk, sét hatdsosabb a mutatviny, ha a tédbldzatot kiviilrdl is meg-
tanuljuk!

Kezdetben kiosztottunk 14+24-3=6 diét, tehdat maradt az asztalon 24 — 6 = 18.
Ez utdn milyen esetek lehetnek (a=2*, b=4*, c=1%):
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’ 1 \ 2 \ 3 \ tovabbi elvett didk széma\ :>\ marad‘
a|b|c 2-144-24+1-3=13 18—13=5
alcl|b 2-141-24+4-3=16 18 —16 =2
bla]c 4-142-241-3=11 18—11=7
blc|a 4-14+1-2+2-3=12 18—-12=6
clal|b 1-1+2-244-3=17 18-17=1
c|b|a 1-1+4-242-3=15 18—15=3

1. T4abldzat

Jelen cikkiinkben megvizsgéljuk, hogy tobb targy esetén hogyan miikodik a
(matematikai) biivésztriikk a lehet6 legkevesebb diéval.

Permutaciok

Az sltaldnos megfogalmazdshoz sziikségiink lesz a permutdcick altaldnos fogalmara
és a felhasznadlt jelolésekre. Az aldbbiakban n egy tetszOleges rogzitett természetes
szém (lehetbleg 1 < n).

Egy n -edrend{i permutédcié egy n elemii halmaz elemeit helyezi el n helyre,
ennek szokdasos jelolése

(o oty " al) 0

ahol az alsé sor az elemek (sorszdmai), a felso sor pedig a helyek (1 <7 (i) < n).
Matematikailag tehdt egy permutécié egy

m:4{1,..,n} = {1,....,n} (2)

bijektiv (kolcsonosen egy-egy értelmil) fiiggvény: megmondja, hogy az i -dik helyre
melyik elemet tegyiik (fels6 sor = Ertelmezési Tartomany, alsé sor = Erték Kész-
let).

Ebben a cikkben mi csak egyszertien (7 (1),7(2),...,7(n)) -t, vagy inkdbb
(1, Ty ooy Tp) -t irun helyett, hiszen a fels6 sort mindenki tudja fejbol.

A permutdcié, mint bijektiv fiiggvény inverze nyilvanvalé (ET és EK felcse-
rélése), 771 el jeloljiik. Példaul:

) Vigyédzat: a szokdsos (a1, as, ..., a,) jelolés ciklikus permutdcict ("ciklust") jelol:
az , m(az) = ag , ... , w(an) = ay . Tehdt példsul = = (1,3,6,2,5,4) = (;
p=1(1,3,6,2,54)= (12329 .



T = (1,3,6,2,5,4) = (355,1,) esetén 7 = (135550) = (51503 =
(4,5,2,6,3,1) (az elemek forditott sorrendben),

¢ p=(1,3,6,2,54) = (132323) esetén p! = (155330) = (1i2659) =
(1,4,2,6,5,3) (2 hely=3.elem <=> 2.elem=3.hely).

A triikk altalanositasa

1. Jelolések: Legyen n = személyek és targyak szama,
1 =1,...,n a személyek sorszamai,
7 =1,...,n a targyak sorszamai,
xr; = 1 -dik személy &ltal kezdetben kapott didk szdma,
g; = j -dik targy valasztdsakor a szorzétényezo,
i =m(j) = j -edik targyat melyik személy valasztotta
<=> j = 1(i) = i -edik személy &ltal vdlasztott targy. O

Ekkor a targyak vélasztdsa utdn felhaszndlt (zsebredugott) didk szama:

Tri=) g Tx() (3)
j=1

és a  permutdciokat antilexikografikus (csokkend) sorrendben felirva az 1. Téblazat
a kovetkezoképpen alakul:

*4 | *¥2 | *1
T3 | T2 | T1 T
34+2-241-1=17
34+2-141-2=16
242-341-1=15
-242-141-3=13
- 14+2.-341-2=12
-14+42-241-3=11

2. Tablazat
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(Vigyézat: az asztalon a felhasznalt didk szémdnak a komplementere marad!)

Mint emlitettiik, csak olyan g = {¢1,...,9,} szdmhalmazokkal foglalkozunk,
amelyekre:



A T értékek minden 7 € S,, permutéciora kiilonbozoek.

Nyilvan (*) teljesiiléséhez a szémok sorrendje T = {z1, ..., x,} és g -ben lényeg-
telen, és persze T és g elemei kiilonbozbéek. Azonban kényelmi okokbdl feltesziik,

hogy
g1 < go < ...< gn (4)

és csak a kovetkezd "egyszerit" esettel foglalkozunk:
ri=1 (i=1,..,n) . (5)

2. Célunk olyan g szamhalmaz megkeresése, amelyre max {T,} (a sziik-
TEDR

séges dick szdma) minimalis (feltéve x; = 7).

3. Allitas: Ha mindegyik z; szdmot ugyanazzal az y szammal noveljiik
(vagy csokkentjiik), akkor a (*) tulajdonsdg nem véltozik:

TwzZlgj'(frr(j)ﬂ):Zlgj'fﬂw(j)ﬂ'zlgj~ O
j= j= j=

4. Tétel: Tetszoleges n € N szdmhoz léteznek olyan = és g szdémhalmazok,
amelyekre (*) teljestil.

Bizonyitds: Legyenek 7 ={0,1,...,n —1}ésg={1,n,n? ...,n"1} . Ekkor
a T, értékek pontosan az n alapi szémrendszerben felirt, n szdmjegybdl &llé
szamok, amelyek persze mind kiilonbozéek. (Hasonlé megjegyzések érvényesek
ag=1{1,9,6%..,¢g" '} szdmhalmazokra barmilyen n < g természetes szdmra.)
O

5. Megjegyzés: A fenti konstrukcié nagyon redundédns, mert 0 -t6l n" — 1 -ig

minden szamot kédolnak a gj - x;j Osszegek tetszoleges v; € N (0 < z; <n)
=1

J
szémokra, azaz n" killonbozé értékeket vesznek fel a csak [S,| = n! lehetdségP)

helyett, és max {T;} =n"—1.
TESR
Ezek alapjén max {T,} < n™—1 is konnyen elképzelhetd, vagyis érdemes
TESH
prébédlkoznunk optimalis(abb) g sorozatok keresgélésével.

6. Péld4aul, az eredeti feladatban n = 3 de mar g = (1,2,2?) is "miikodik"
(teljesiti (*)-t).

2) 8, jeloli az (1,...,n) elemek Gsszes T permutécicjanak halmazét. |S,| = n! és a Stirling-
formula szerint n! ~ (%)n V2t < n™.



n = 4 esetében pedig g = (1,3,3%3%) = (1,3,9,27) nem jé, mert példdul
Ti3124~ = (3)-127]4+(1)-[9]+(2) - [3] + (4)-[1] =3-27+1-9+2-34+4-1 =100
és szintén

Toasty— = (2)-127)4 (4)- 9]+ (3)-[3] +(1)-[1] = 2-27+4-9+3-3+1-1 = 100

Azonban, érdekes médon n = 4 esetében példdul g = (1,3, 32,28), (1,3,8,27),
s6t (1,3, 8,26) is megfelels. (Excel tabldzatban ezeket konnyen ellenérizhetjiik, s6t
Excelben még kisérletezgethetiink is kiilonboz6 g sorozatokkal.)

Amint a 2. Tédblazatban lathatjuk, a g és a m szdmsorozatokat "visszafelé" ir-
tuk: g = {gn, ..., g1} 68 T := (mp, ..., Mo, m1) , vagyis a (5] osszeget igy szdmoltuk:

Se =0n - Tn+ Gn-t1 " Tpn1+..+g1 71 . (6)

Mit jelent a permutaciok antilexikografikus (csokkend) sorrendje?

7. Definicié: Jelolje > az antilexikografikus rendezést 5, -en:

7m > p ha van olyan jo < n index, amelyre 7 (j) = p(j) han > j > jo és
™ (jo) > p(jo) » és legyen

m > p ha 7 (kozvetlen) rdk6vetkezdje p -nak, azaz m > p és nincs olyan o
amelyre 7 > o > p lenne. 0

8. Példdul: (5,2,4,3,1) = (4,5,2,3,1)" (jo=n =5) és (4,2,3,5,1) »
(4,2,1,5,3)" (jo =3 < n), valamint (5,2,4,3,1)" > (5,2,4,1,3)" (jo =4 < n).

9. Megjegyzés: jo = n esetén persze egyetlen j > jy sincs csak 7 (n) > p (n).
Tovédbba jo = 1 sem lehet, hiszen 7 és p mindketten permutédcick S,, -bol.

Nyilvan > teljes rendezés az S,, halmazon, id = (n,...,2,1)" alegnagyobb, §j =
(1,2,...,n)" a legkisebb permutécié, és barmely 7 # id permutédcidhoz pontosan
egy p permutécié van, amelyre 7 > p .

10. Allitas: g = {1,9,4¢% ...,¢" '} szdémhalmazra (n < g) teljesiil, hogy

T=p <= T, >1T, (7)
(konnyen belathato). O

11. Tehat keresiink olyan § = {g1,..., gn} szdmhalmazokat, amelyekre (/7]
teljestil. Mivel S, véges halmaz, kovetkezik az aldbbi 6sszefiiggésbol:

T>p = T, >T,, (8)



vagyis elég csak m > p esetekkel foglalkoznunk és biztosftani -t.

A jo=2 eset becsapdsan egyszerit: jo =2 =>7(2) > p(2), és mivel e
két permutdcio tobbi eleme megegyezik, ezért 7w (1) = p(2) és p(1) =7 (2) .
-hoz elég teljesiteni:

g2 m(2)+g-m(1)>g2-p2)+g1-p(1),  azaz
g2- (m(2)=p(2) > 91 (p(1) =7 (1)) = g1- (7 (2) = p(2)) ,
tehat eddig go és g1 tetszolegesek lehetnek, ha g, > g; .

> vizsgalata

Az aldbbiakban () jeloléseit haszndljuk.
12. Tétel: 7w 1> p pontosan akkor teljesiil, ha:

- van 2 < jo < n amelyre 7 (j) = p(j) han > j > jo (jo = n esetén nincs j)
€S Tjy > Pjy 5

- teljestilnek a {7y, ..., Tjo+1} = {0n, ..., 0jo+1} (esetleg iires) Q)
- és emiatt a Hj, := {mj,,....,m} = {0}y, ...,01} halmaz-egyenlStlenségek,

T, € Hj, tetszoleges DE ;) # 1

pj, =max{o; € Hj, 1 0; < jy} (v),
- To—1 < Tjp—2 < ... < Ty és Ojo—1 > Ojyp—2 > ... > 01 . (A)
A bizonyitast az Olvaséra bizzuk. 0J

gj, vizsgdlata

13. Tétel: Legyen tehdt m > p mint a 12. Tételben. Ekkor a kovetkezot
jelenti, () miatt:

gjo'ﬁjo+"‘+gl'7rl>gjo'gjo+"'+gl'gl

azaz



Gio (Tjo — 0jo) > Gjo-1(0jo—1 — Tjo—1)+otgi-(o1 — 1) . Q)

Tehat eddigi vizsgalataink alapjan g;, értékét meghatdrozhatjuk indukciéval
Jo=1,2,...n -re a kovetkez6 algoritmussal:

14. Algoritmus:

- g9 és gy tetszdlegesek, go > g1 ,
Hj, € {1,2,...,n} tetszbleges jy -elemii halmaz (ez (;;) lehet6ség),
7, € Hj, tetszbleges DE 7,  # 1 (ez jo lehetéség ha 1 ¢ H;) ,

elkészitjiikk a 7 és p permutaciok jo "elétti" részeit (V) és (A) alapjén,

(©) egy alsé becslést ad gj, értékére. O

Numerikus eredmények

Excel tabldzatokkal (és "kézzel") végigszémoltam a 14. Algoritmust n = 4 és
n =5 esetben, a kovetkezd § szdmhalmazokat kaptam (és ellenériztem):

n =4 esetén (g1, ...,g4) = (1,2,5,15), max {T,} =80 < 4*—1=255,
TESH

n =5 esetén (g1,...,95) = (1,2,6,23,99), max {T,} =610 < 5° — 1 = 3124.
TESY

Virjuk az Olvasék tovdbbi eredményeit, megjegyzéseit.
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3) Osszesen ("j;l) - Jo + (;:;11) - (jo — 1) lehetség.
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