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Bevezetés

Vegyünk el½o három kisméret½u tárgyat, mondjuk ceruza, ajakrúzs, bicska. Az
asztalra teszünk 24 diót, amib½ol három önként jelentkez½onek 1, 2 illetve 3 szemet
adunk, tegyék zsebre. Megkérjük ½oket, hogy távollétünkben rejtsenek el zsebükbe
egy-egy tárgyat. Továbbá: aki a ceruzát dugta el, vegyen el még ugyanannyi diót,
mint amennyit adtunk neki, az ajakrúzs gazdája kétszer annyit vegyen el mint
amennyit t½olünk kapott, míg a bicskánkat rejteget½o médium dióinak négyszeresét
vegye még el, és tegyék zsebre ezeket a diókat is. A szobába visszatérve csak
rápillantunk az asztalon maradt diókra (megszámoljuk ½oket), és kitaláljuk, kinél
milyen tárgy van!
A megoldás kulcsát, azt hiszem, nem kell részleteznem: minden lehet½oség (per-

mutáció) esetén más az asztalon maradt diók száma. Ezt kis táblázatban könnyen
ki is mutathatjuk, s½ot hatásosabb a mutatvány, ha a táblázatot kívülr½ol is meg-
tanuljuk!
Kezdetben kiosztottunk 1+2+3=6 diót, tehát maradt az asztalon 24� 6 = 18.

Ez után milyen esetek lehetnek (a=2*, b=4*, c=1*):
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1 2 3 további elvett diók száma => marad
a b c 2 � 1 + 4 � 2 + 1 � 3 = 13 18� 13 = 5
a c b 2 � 1 + 1 � 2 + 4 � 3 = 16 18� 16 = 2
b a c 4 � 1 + 2 � 2 + 1 � 3 = 11 18� 11 = 7
b c a 4 � 1 + 1 � 2 + 2 � 3 = 12 18� 12 = 6
c a b 1 � 1 + 2 � 2 + 4 � 3 = 17 18� 17 = 1
c b a 1 � 1 + 4 � 2 + 2 � 3 = 15 18� 15 = 3

1. Táblázat

Jelen cikkünkben megvizsgáljuk, hogy több tárgy esetén hogyan m½uködik a
(matematikai) b½uvésztrükk a lehet½o legkevesebb dióval.

Permutációk

Az általános megfogalmazáshoz szükségünk lesz a permutációk általános fogalmára
és a felhasznált jelölésekre. Az alábbiakban n egy tetsz½oleges rögzített természetes
szám (lehet½oleg 1 � n).
Egy n -edrend½u permutáció egy n elem½u halmaz elemeit helyezi el n helyre,

ennek szokásos jelölése �
1 2 ::: n

� (1) � (2) ::: � (n)

�
, (1)

ahol az alsó sor az elemek (sorszámai), a fels½o sor pedig a helyek (1 � � (i) � n).
Matematikailag tehát egy permutáció egy

� : f1; :::; ng ! f1; :::; ng (2)

bijektív (kölcsönösen egy-egy értelm½u) függvény: megmondja, hogy az i -dik helyre
melyik elemet tegyük (fels½o sor = Értelmezési Tartomány, alsó sor = Érték Kész-
let).
Ebben a cikkben mi csak egyszer½uen h� (1) ; � (2) ; :::; � (n)i -t, vagy inkább

h�1; �2; :::; �ni -t írunk1) (1) helyett, hiszen a fels½o sort mindenki tudja fejb½ol.
A permutáció, mint bijektív függvény inverze nyilvánvaló (ÉT és ÉK felcse-

rélése), ��1 -el jelöljük. Például:

1 ) Vigyázat: a szokásos (a1; a2; :::; an) jelölés ciklikus permutációt ("ciklust") jelöl: � (a1) =
a2 , � (a2) = a3 , ... , � (an) = a1 . Tehát például � = (1; 3; 6; 2; 5; 4) =

�
1 2 3 4 5 6
3 5 6 1 4 2

�
míg

� = h1; 3; 6; 2; 5; 4i =
�
1 2 3 4 5 6
1 3 6 2 5 4

�
.
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� = (1; 3; 6; 2; 5; 4) =
�
1 2 3 4 5 6
3 5 6 1 4 2

�
esetén ��1 =

�
3 5 6 1 4 2
1 2 3 4 5 6

�
=
�
1 2 3 4 5 6
4 6 1 5 2 3

�
=

(4; 5; 2; 6; 3; 1) (az elemek fordított sorrendben),

és � = h1; 3; 6; 2; 5; 4i =
�
1 2 3 4 5 6
1 3 6 2 5 4

�
esetén ��1 =

�
1 3 6 2 5 4
1 2 3 4 5 6

�
=
�
1 2 3 4 5 6
1 4 2 6 5 3

�
=

h1; 4; 2; 6; 5; 3i (2.hely=3.elem <=> 2.elem=3.hely).

A trükk általánosítása

1. Jelölések: Legyen n = személyek és tárgyak száma,
i = 1; :::; n a személyek sorszámai,
j = 1; :::; n a tárgyak sorszámai,
xi = i -dik személy által kezdetben kapott diók száma,
gj = j -dik tárgy választásakor a szorzótényez½o,
i = � (j) = j -edik tárgyat melyik személy választotta
<=> j = ��1 (i) = i -edik személy által választott tárgy. �
Ekkor a tárgyak választása után felhasznált (zsebredugott) diók száma:

T� :=
nX
j=1

gj � x�(j) , (3)

és a � permutációkat antilexikogra�kus (csökken½o) sorrendben felírva az 1.Táblázat
a következ½oképpen alakul:

*4 *2 *1
�3 �2 �1 T�

3 2 1 4 � 3 + 2 � 2 + 1 � 1 = 17
3 1 2 4 � 3 + 2 � 1 + 1 � 2 = 16
2 3 1 4 � 2 + 2 � 3 + 1 � 1 = 15
2 1 3 4 � 2 + 2 � 1 + 1 � 3 = 13
1 3 2 4 � 1 + 2 � 3 + 1 � 2 = 12
1 2 3 4 � 1 + 2 � 2 + 1 � 3 = 11

2. Táblázat

(Vigyázat: az asztalon a felhasznált diók számának a komplementere marad!)

Mint említettük, csak olyan g = fg1; :::; gng számhalmazokkal foglalkozunk,
amelyekre:
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A T� értékek minden � 2 Sn permutációra különböz½oek. (�)

Nyilván (*) teljesüléséhez a számok sorrendje x = fx1; :::; xng és g -ben lényeg-
telen, és persze x és g elemei különböz½oek. Azonban kényelmi okokból felteszük,
hogy

g1 < g2 < ::: < gn (4)

és csak a következ½o "egyszer½u" esettel foglalkozunk:

xi = i (i = 1; :::; n) . (5)

2. Célunk olyan g számhalmaz megkeresése, amelyre max
�2Sn
fT�g (a szük-

séges diók száma) minimális (feltéve xi = i).

3. Állítás: Ha mindegyik xi számot ugyanazzal az y számmal növeljük
(vagy csökkentjük), akkor a (*) tulajdonság nem változik:

T� =
nP
j=1

gj �
�
x�(j) + y

�
=

nP
j=1

gj � x�(j) + y �
nP
j=1

gj . �

4. Tétel: Tetsz½oleges n 2 N számhoz léteznek olyan x és g számhalmazok,
amelyekre (*) teljesül.

Bizonyítás: Legyenek x = f0; 1; :::; n� 1g és g = f1; n; n2; :::; nn�1g . Ekkor
a T� értékek pontosan az n alapú számrendszerben felírt, n számjegyb½ol álló
számok, amelyek persze mind különböz½oek. (Hasonló megjegyzések érvényesek
a g = f1; g; g2; :::; gn�1g számhalmazokra bármilyen n � g természetes számra.)
�

5. Megjegyzés: A fenti konstrukció nagyon redundáns, mert 0 -tól nn� 1 -ig
minden számot kódolnak a

nP
j=1

gj � xj összegek tetsz½oleges xj 2 N (0 � xj < n)

számokra, azaz nn különböz½o értékeket vesznek fel a csak jSnj = n! lehet½oség2)

helyett, és max
�2Sn
fT�g = nn � 1.

Ezek alapján max
�2Sn
fT�g < nn � 1 is könnyen elképzelhet½o, vagyis érdemes

próbálkoznunk optimális(abb) g sorozatok keresgélésével.

6. Például, az eredeti feladatban n = 3 de már g = (1; 2; 22) is "m½uködik"
(teljesíti (*)-t).

2 ) Sn jelöli az (1; :::; n) elemek összes � permutációjának halmazát. jSnj = n! és a Stirling-
formula szerint n! �

�
n
e

�n � p2�n < nn.
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n = 4 esetében pedig g = (1; 3; 32; 33) = (1; 3; 9; 27) nem jó, mert például

Th3;1;2;4i = (3) � [27]+(1) � [9]+(2) � [3]+(4) � [1] = 3 �27+1 �9+2 �3+4 �1 = 100
és szintén

Th2;4;3;1i = (2) � [27]+(4) � [9]+(3) � [3]+(1) � [1] = 2 �27+4 �9+3 �3+1 �1 = 100

Azonban, érdekes módon n = 4 esetében például g = (1; 3; 32; 28), (1; 3; 8; 27),
s½ot (1; 3; 8; 26) is megfelel½o. (Excel táblázatban ezeket könnyen ellen½orizhetjük, s½ot
Excelben még kísérletezgethetünk is különböz½o g sorozatokkal.)

Amint a 2. Táblázatban láthatjuk, a g és a � számsorozatokat "visszafelé" ír-
tuk: g = fgn; :::; g1g és �� := h�n; :::; �2; �1i , vagyis a (5) összeget így számoltuk:

S� := gn � �n + gn�1 � �n�1 + :::+ g1 � �1 : (6)

Mit jelent a permutációk antilexikogra�kus (csökken½o) sorrendje?

7. De�níció: Jelölje � az antilexikogra�kus rendezést Sn -en:
� � � ha van olyan j0 � n index, amelyre � (j) = � (j) ha n � j > j0 és

� (j0) > � (j0) , és legyen

� B � ha � (közvetlen) rákövetkez½oje � -nak, azaz � � � és nincs olyan �
amelyre � � � � � lenne. �
8. Például: h5; 2; 4; 3; 1i � h4; 5; 2; 3; 1i (j0 = n = 5) és h4; 2; 3; 5; 1i �

h4; 2; 1; 5; 3i (j0 = 3 < n), valamint h5; 2; 4; 3; 1i B h5; 2; 4; 1; 3i (j0 = 4 < n).
9. Megjegyzés: j0 = n esetén persze egyetlen j > j0 sincs csak � (n) > � (n).

Továbbá j0 = 1 sem lehet, hiszen � és � mindketten permutációk Sn -b½ol.

Nyilván � teljes rendezés az Sn halmazon, id = hn; :::; 2; 1i a legnagyobb, � =
h1; 2; :::; ni a legkisebb permutáció, és bármely � 6= id permutációhoz pontosan
egy � permutáció van, amelyre � B � .

10. Állítás: g = f1; g; g2; :::; gn�1g számhalmazra (n � g) teljesül, hogy

� � � () T� > T� (7)

(könnyen belátható). �

11. Tehát keresünk olyan g = fg1; :::; gng számhalmazokat, amelyekre (7)
teljesül. Mivel Sn véges halmaz, (7) következik az alábbi összefüggésb½ol:

� B � =) T� > T� , (8)
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vagyis elég csak � B � esetekkel foglalkoznunk és biztosítani (8)-t.

A j0 = 2 eset becsapósan egyszer½u: j0 = 2 => � (2) > � (2) , és mivel e
két permutáció többi eleme megegyezik, ezért � (1) = � (2) és � (1) = � (2) .
(8) -hoz elég teljesíteni:

g2 � � (2) + g1 � � (1) > g2 � � (2) + g1 � � (1) , azaz

g2 � (� (2)� � (2)) > g1 � (� (1)� � (1)) = g1 � (� (2)� � (2)) ,
tehát eddig g2 és g1 tetsz½olegesek lehetnek, ha g2 > g1 .

B vizsgálata

Az alábbiakban (6) jelöléseit használjuk.

12. Tétel: � B � pontosan akkor teljesül, ha:

- van 2 � j0 � n amelyre � (j) = � (j) ha n � j > j0 (j0 = n esetén nincs j)
és �j0 > �j0 ,

- teljesülnek a f�n; :::; �j0+1g = f�n; :::; �j0+1g (esetleg üres) (�)
- és emiatt a Hj0 := f�j0 ; :::; �1g = f�j0 ; :::; �1g halmaz-egyenl½otlenségek,

- �j0 2 Hj0 tetsz½oleges DE �j0 6= 1
- �j0 = max f�j 2 Hj0 : �j < �j0g (O),
- �j0�1 < �j0�2 < ::: < �1 és �j0�1 > �j0�2 > ::: > �1 . (4)

A bizonyítást az Olvasóra bízzuk. �

gj0 vizsgálata

13. Tétel: Legyen tehát � B � mint a 12. Tételben. Ekkor (8) a következ½ot
jelenti, (�) miatt:

gj0 � �j0 + :::+ g1 � �1 > gj0 � �j0 + :::+ g1 � �1
azaz
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gj0�(�j0 � �j0) > gj0�1�(�j0�1 � �j0�1)+:::+g1�(�1 � �1) . (~)
�

Tehát eddigi vizsgálataink alapján gj0 értékét meghatározhatjuk indukcióval
j0 = 1; 2; :::n -re a következ½o algoritmussal:

14. Algoritmus:

- g2 és g1 tetsz½olegesek, g2 > g1 ,

- Hj0 � f1; 2; :::; ng tetsz½oleges j0 -elem½u halmaz (ez
�
n
j0

�
lehet½oség),

- �j0 2 Hj0 tetsz½oleges DE �j0 6= 1 (ez j0 lehet½oség ha 1 =2 Hj0) 3),
- elkészítjük a � és � permutációk j0 "el½otti" részeit (O) és (4) alapján,
- (~) egy alsó becslést ad gj0 értékére. �

Numerikus eredmények

Excel táblázatokkal (és "kézzel") végigszámoltam a 14. Algoritmust n = 4 és
n = 5 esetben, a következ½o g számhalmazokat kaptam (és ellen½oriztem):

n = 4 esetén (g1; :::; g4) = (1; 2; 5; 15), max
�2Sn
fT�g = 80 < 44 � 1 = 255 ,

n = 5 esetén (g1; :::; g5) = (1; 2; 6; 23; 99), max
�2Sn
fT�g = 610 < 55 � 1 = 3124.

Várjuk az Olvasók további eredményeit, megjegyzéseit.
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3 ) Összesen
�
n�1
j0

�
� j0 +

�
n�1
j0�1

�
� (j0 � 1) lehet½oség.
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