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1. Bevezetés

Amikor tdrgyainkat megszamoljuk, egészen természetes médon egyesével rajuk
bokiink (sorbarendezziik 6ket), és elmondjuk a szokdsos versikét: "egy, kettd, hdarom,

" [, Néha, kiilonosen hé végén a "nulla" is természetesnek tiinik. Amikor
addssdgba keriiliink, legtobbszor az is egész szdm, és igy mar érthetdek a "(—2)+2 =
0" és "2 (—2) = —4" szabalyok.

A kenyértorés (torta, pizza, ...) feltaldldsa ota teljesen ésszerti (raciondlis)
tortekrdl beszélni: pl. a torta (cserépedény) 1/6 része: 6 felé osztottuk. Ez utdn
egészen vilagos, hogy ezeket a kicsi szeleteket "hatodok"-nak neveztik el, majd
uzsonndstaskankba rakva megszdmoltuk, hogy 5 ilyen darabot tetti'mk

Nem tudom, hogy az 6kori egyiptomi irnokok miért akartak mindent csak 1 szam-
1416ja tortekkel felirni, pl. g helyett % + % -t irtak. Taldn kevés hely volt a draga

1) més nyelvteriileten "einz, zwei, drei,...". De a lényeg: egy bijekcidt adunk meg a térgyak és
N = {egy, kett6, hdarom, ... } halmaz egy kezd6 részhalmaza kozott.

2) Egyetemi felvételi utdn mar nem sokan emlékeznek arra, hogy az % képletben 5 =
"(meg)szamldls", 6 = "(el)nevezd" és — a torésvonal (tortvonal).
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papiruszon, mert oda csak 2 + 3 -t irtak. Mindenesetre j6 sok fejtorést, maig megol-
datlan problémat adtak a 19-21. szdzadi matematikusoknak, bar bizonyos pizza-
szeletelési feladatokndl hasznosabb a szokdsos ¢ tbrtekné (lasd példéul [w E hul,
[w E en]).

Miér az 6kori gorogok is taldlkoztak ezeknél bonyolultabb (valés) szamokkal, pon-
tosabban szakasz-hosszisagokkal. 25 kavicsot szépen el lehet helyezni egy 5 - 5
tablazatban, és ugyanigy azonnal latszik, hogy egy 5 egység oldalhosszisdgi négy-
zet egyenld 25 kis egységnégyzettel. Az mar kicsit elgondolkodtatébb feladat, hogy
2 egységnégyzet teriiletével mekkora oldali, egyetlen négyzet teriilete egyezik meg.
Erre Pitagorasz tétele adja a vdlaszt: egy egységnégyzet dtldja a keresett négyzet
oldala. Ezért is hivjuk ezt az &tl6t (szakaszt) a 2 teriilet gyokerének, roviden gyokének,
és V2 -vel jelbljii, hasonléan ahhoz, hogy a 25 teriilet gyokere az 5 oldalhossziisag.
A térben térfogatot, vagyis kobtartalmat szémolunk, és a déloszi (kockakettdzési)
probléma ([w K hu]) : egy 2 kdbtartalmii kocka élét keresi, vagyis /2 -6t. Es mar
meg is érkeztiink barmilyen egész gyok fogalmahoz: /m = x az a keresett szam,
amelyre z* =z -z -...-2 =m (k € N, z,m € R").

Erdekességképpen megjegyezziik, hogy mér Eukleidész konyvében ([EE -300],
[vW 1977]) bebizonyitotta, hogy bdrmely négyzet 4atléja és oldala O'sszemérhetetle,
vagyis hanyadosuk nem raciondlis.

Az eddig megismert szémokat elemi szdmoldsaink (négy alapmiivelet, ismételt
szorzds azaz hatvdnyozds és annak megforditasa [inverze|) segitségével fedeztiik fel,
vagyis az algebrai muveletek segitségével. Ezért nevezték el ezeket a szdmokat algebras
szamoknak. Talan egyetért az Olvasé abban, hogy tobb egyszeri, "magatol értet6ds"
miiveletet és szdmot nem tudunk elképzelni. A tobbi valédi (valds) szam jelenlegi
szamoldasi képességeinken és az algebra eszkozein tili szémok, vagyis transzcendens

3) Ha példdul 5 pizzat akarunk 8 személyre szétosztani, akkor a szokdsos moédszerrel 5 - 8 = 40
vagds. Azonban, egyiptomi tortekkel 5/8 = 1/2 + 1/8, ami alapjén mind a 8 személy egy fél és egy
nyolcad szeletet kap, vagyis 4 pizzét félbevagunk (4 vagds) és egy pizzat 8 felé (8 vagds). Tehét 40
vagds helyett 12 vdgdssal megussza a pizzafutar ([w E en]).

DA N jel allitolag egy kézzel irt, kicsit elkapkodott r betil kiegyenesitett véltozata, hiszen
latinul (és angolul) root jelentése gyokér, mind névénytanban mind matematikdban. A gyokjel neve
radical (=> radikilis = gyvkeres).

5) Az 6kori gorogok még nem hasznaltak sem valés szdmokat sem szamegyenest. A természetes
szamok kavicsok voltak (pl. "hdromszog-szamok"), a tortek helyett szakaszok ardnydrol beszéltek,
és legféképpen szakaszok hosszaival foglalkoztak. Két szakaszt, a és b, dsszemérhetonek neveztek,
ha létezik kozos mértékegységiik, azaz olyan d szakasz, amelyekre a = k-d és b = £-d ahol k, £ egész
szamok, vagyis a/b = k/¢ racionalis. (d igy a legnagyobb kozds osztdja a tetszbleges pozitiv valds
a,b szamoknak.) Tehdt a b = 1 egységszakasszal dsszemérhetetlen szakaszok irraciondlis hossziak.



szémo. Az eddig ismertetett szamok egészen egyszeriien loptik be magukat életiinkbe
(sziviinkbe?), és érthet6 a folytatds:

1. Definicié. Az egész szamokbdl kiindulva, a négy alapmiwelet (+,-,-,:) és az egész -
gyokvondsokkal ( AR k € Z) felirhaté mennyiségeket algebrai szamoknak nevez-
ziik, a nem algebrai szdmok pedig transzcendensek. 0

Példdul a geometridban korzovel és vonalzéval (az egységszakaszbdl) megszerkeszt-
heto szakaszok mind algebraiak, hiszen itt csak négyzetgyokot kell vonnunk.

A képzetes (elk:épzel) egység i = \/—1 is algebrai, sét a z = a + bi Jsszetett
(komple) szam pontosan akkor algebrai, ha a és b mindkettd algebrai. Teh&t
a Gauss-egészek (a + bi ahol a,b € Z), Euler- (Eisenstein-) egészek (a + bp ahol
p = _71 + \/752', a,b € 7) is algebraiak. Tovabbi példdkat latunk még a kovetkezd
fejezetben.

Konnyen beldthaté, hogy "mindossze" megszamlalhaté sok algebrai szém van
(hiszen a természetes szamokbdl kiindulva, a négy alapmiivelet és a k -dik gyokjelek
segitségével eldéllitott szamokat szépen [végtelen] sorba tudjuk rendezni, és mind
meg tudndnk szamolni, ha végtelen sok idénk lenne), a valés szamok halmaza pedig
nem megszamldlhaté, hanem joval tobb, k:ontz'nuumﬂ). Tehét a legtobb valds szam
transzcendens, algebrai eszkézeinken til van.

2. Polinomok

Tekintsiik példdul a kovetkezo algebrai szamot:

B=vV2+15-2V6—3. (1)
Tiintessiik el a gyokjeleket:

- VEoBB=VE-vE /()

6) transz /transzcendens = valamin tuli, valamin keresztiil, mint pl. transzformétor, "transzba
esett" (valdsagon tilra), Liszt Ferenc "Transzcendens etidok" (zongorista képeségein tili zongo-
ramfivek), stb.

) imaginare (lat) = imagine (ang) = elképzelni

8) komplex = Osszetett, pl. nyelvvizsga

9) "kontinuum" sz6 szerint "a folytonossdg", hiszen a valés szamegyenes minden (geometriai)
pontjdt folytonosan kitoltik a valés szamok. (Lasd még "continuous" angolul, vagy "kontinuités
elve" a politikdban, stb.)




32+ (5—2v6) —26v5—-2v6 =243 26,
B —28V5-2/6=0,

B2 =28v5—2V6 /()

Bt =45 (5-2V6) = 208° — 88°V6 ,

B —208° = -83°v6 /()

3 —408° 4- 4004* = 64 - 63

B —408° 4168 =0 .

Tehat: [ gyoke egy egész egydtthato’j polinomna! S6t, nem til nehéz
belatni, hogy minden, egész szamokbdl a négy alapmiivelettel és egész gyokokkel
felirt kifejezés (szdm) egy egész egyiitthatéju polinom gyoke!

Azonban ez forditva sajnos nem igaz. Az Abel-Ruffini téte szerint dltaldnos
gyokkeplet nincs 5 vagy magasabbfoku algebrai egyenletek (polinomok gyokei) megol-
dédsdra. A helyzet azonban még ennél is "szornyiibb": rengeteg konkrét polinom
konkrét gyokei (példdul x® —4x+2 vagy x° —x —1 gyokei) sem irhatok fel gyokjelekkel
([FE 1981], [w A hu])!

Konnyen beldthaté, hogy egész egyiitthatéji polinomokbdl "csak" megszamldl-
hatéan végtelen van, ezért az Algebra Alaptétele alapjén e polinomok (valés és komp-
lex) gyokei is "csak" megszamldlhatéan végtelen sokan vannak.

Elérkeztiink egy nagy kérdéshez: melyik legyen az algebrai szamok hivatalos
definiciéja? A kovetkezd fejezetben valaszolunk erre pontosan.

Példédul, mely szdmok gyokei egész egyiitthatdji polinomoknak?

A z = a + bi Gauss szamok (a,b € Z) gyokei a 22 — 2az + (a® + b?) polinomnak,
a z = a + bp Euler- (Eisenstein-) egészek (p = 3! + \/752‘, a,b € Z) gyokei a 2% +
(b—2a)z+ a* —ab+ b* polinomnak.

Raciondlis r esetén a cos (r7), sin (r7), tan (rm), cotan(rm) figgvényértékek (radidn-
ban mérve!) is egész egyiitthatéju polinomok gyokei (ha értelmezettek). Példaul
cos (7/7), cos (3w/7), cos (57 /7) gyokei a 8% —4x? —4x+1, tan (37/16), tan (77/16),
tan (117/16), tan (157/16) pedig a 2* — 42 — 622 + 4z + 1 polinomnak [w A en].

10) egyiitt-hat6 = co-efficient (ang) = koefficiens (a bankban)

1) Nem tudom, miért hividk egy fiiggvény gyokének (gyokerének) a zérushelyeit. 2-3-4 foku
polinomok ("soktagiak") esetében a zérushelyeket ki lehet fejezni gyokjelekkel, de magasabbfoku
polinomok esetében mér nem.

12) A tétel bizonyitasaval Bolyai Jénos is behatéan foglalkozott.



Nem egyszerii bizonyitani, de igaz: Algebrai szamok dsszege, kiilonbsége, szorzata,
és hanyadosa (s6t raciondlis kitevéjli hatvdnyai is) is algebrai, igy testet alkotnak.
S6t:  az algebrai egytitthatds polinomok gydkei is algebrai szamok ([SE 2000], [Sz 2019b],
[w A hul], [w A en]).

Lényeges, hogy 7 , e , lg(2) és még nagyon sok "ilyen" szdm nem algebrai
([w T hu]). Egy érdekesség: Ha a # 0,1 és b algebrai szamok, b irraciondalis, akkor

a® transzcendens (példdul \/5\/i ).

Most pontosan definidljuk az algebrai szamok kiilonb6z6 halmazait.

3. Algebrai szamok

Mi most az A jelet haszndljuk, bar sok helyen a Q jelslés haszndlatos. Z =
egész-, ) = raciondlis-, R = valés-, C = komplex szédmok halmaza.

2. Definicié. Ay = Z; +,—,-,Yx] azon komplex szamok halmaza, amelyek
felirhatok egész szamok, hérom alapmiivelet (osztds nélkil) és tetszoleges "egész"
(azazy € Z\ {0}) gydkjelek segitségével,

Ag = @Q; +,—,-, =, ¥Yz] azon komplex szamok halmaza, amelyek felirhatok
racionalis szamok, négy alapmiivelet (osztds megengedett) és tetszbleges "egész" (azaz
y € Z\{0}) gyokjelek segitségével; ezeket a szamokat konstrudlhaté szdmok -nak
s hivjdk,

Az = {p(x) gyokei : p(x) € Z|x] , féegyiitthaté = £1 }

a +1 féegy?itthato’j, egész egylitthatds polinomok (komplex) gyokeinek halmaza,

Ajny = Az, amely szdmokat algebrai egész szamok -nak hivunk,

Aq) = {q(z) gydkei: q(z) € Q[z]}

a raciondlis egyiitthatds polinomok (komplex) gyiokeinek halmaza,

A:=Agy , amely szamokat algebrai szamok -nak hivunk. [

Tehdt Agp,) elemei az algebrai szamok, és Ay, ; Agpy) elemei az algebrai egész
szamok.

13) Egy polinom féegyiitthatéja a legmagasabb fokszamu tagjanak egyiitthatéja.



3. Megjegyzés. i) Konnyen ldthatd, hogy
Ao =1[Z; +,— -+ V], (2)

vagyis csak egész szamokbdl s fel tudjuk épiteni a konstrudlhaté szdmokat, az osztds
felhaszndldsdval.

i) Az is nyilvanvald, hogy barmely q (x) € Q [x] raciondlis egyiitthatdju polinomot
az eqyiitthatok nevezbinek c legkisebb tobbszorisével szorozva a kapott p (x) = ¢-q (x)
polinom mdr egész egyiitthatdji, vagyis Z |x] -nek eleme. FEz azt jelenti, hogy a
Q [z] -beli polinomok gyokeinek halmaza megegyezik a Z [x] -beli polinomok gyokeinek
halmazaval:

Age) = {p(x) gyokei : p(x) € Z[x] (barmilyen féegyiitthato)} .

A lényeges kiilonbség Agjy) és Az koz6tt az, hogy az Az -beli (egész egyiitthatoji)
polinomok féegyiitthatojarol megkdveteljiik, hogy pontosan +1 legyen. Késobb ldtni
fogjuk, hogy ez nem oncéli megkiilonboztetés. Az olyan polinomokat, melyek fo-
egytitthatdja éppen 1, angolul monic polinomoknak nevezzik. (Nyilvin Aqp -beli
polinomok foegyiitthatdira barmilyen egész vagy raciondlis szdmot eléirhatunk, vagyis
Agqpy) -ben ez lényegtelen kérdés.)

A fentiek szerint Az, ; Agpy (ldsd még az . Tételt), és a bevezetésben emlitett
B szdm Az -nak eleme. Tovdbbd, a [w A hu] és [w A en| honlapokon bbséges listikat
talalunk Az és Agpy) elemeirdl (algebrai és algebrai egész szimokrol), valamint Aqpy
-ba nem tartozd szamokrol. Példdul, barmely v € Q raciondlis szamra sin (rm) és
cos (rm) is algebrai szamok (elemei Agp,) -nak).

iii) A fent definidlt Ag, e "konstrudlhaté" szdmok halmaza nem azonos a "kisza-
mithato", vagy mds néven "rekurziv” szamok K halmazdval. Ez utobbi olyan valds
szamokat tartalmaz, amelyek valamely algoritmussal (szamitégép programmal) tet-
szoleges pontossdggal megadhatoak. Példdaul m és e rekurziv de nem konstrudlhato
szamok, és nyilvan  Aq, CK.

4. Tétel. i) ZGA; -G Ay G A =AGKSGC,

i) Az G Ao, G Ay =4,
iii) Z, Ag, - €5 Azpy  gytirtik (azaz zartak az dsszeaddsra, kivondsra és szorzdsra),

w) Q. Aq ,, Agy és K testek (azaz zdrtak a négy alapmiveletre). O



5. Megjegyzés. A fentii) és ii) dsszefiiggéseket az alabbi adbra szemlélteti, sajnos K
nem szerepel rajta. Az dbra nem "méretaranyos”, mert mindegyik A, halmaz és K is
megszamlalhatéak (vagyis ugyanannyi elemiik van, mint N -nek), C pedig kontinuum
524mossdgiu.

4. Alkalmazasok

Most csak azon alkalmazdsokat emlitjiik meg, amelyek a szerzé szivéhez kozel dllnak,
sorrend nélkiil.

4.1. Kozelito szamitasok

Napjainkban a numerikus (kozelit6) szdmitésok elétérbe keriilnek az elméleti "pon-

tos" megolddsokkal szemben. Az algebrai szdmok hidba vannak mindeniitt stirtin a
valds szdmegyenesen (barmely kis intervallumban végtelen sok algebrai szém van), de
van "bonyolultsaguk", hasonléan az irreducibilis tort szémo nevezdjéhez. Példaul,

ha az ¥ és £ szdmok kizelito alakjdbol szeretnénk eldonteni a két szdm egyenl6ségét,

akkor ezt az = és ¥ szdmok kb. % -nél pontosabb kiszamitdsaval el tudjuk donteni.
A tortek nevezbihez hasonléan az algebrai szdmoknak (egész egyiitthatés poli-
nomok gyokeinek) is van "bonyolultsdga", ami alapjan példdul egyenletek gyokeinek

kozelito értékeibol is meg lehet hatdrozni a gyokok azonossagat vagy kiillonbozoségét.

14) A tovabb nem egyszerfisithet$ torteket, vagyis amikor a szamlalé és a nevezd relativ primek,
nevezziik irreducibilis torteknek. Minden tért (raciondlis szdm) egyenld pontosan egy irreducibilis
torttel.



Példsul, szokdsos kozépiskolai dtalakitdsokkal belathats, hogy v2+v/5 — 2v/6 =
V3 , azaz az -ben emlitett szdm esetében § =0 . A didkok kedvenc mdédszere
a tandr bosszantdsara: "kiszdmoltam zsebszdmoldgéppel, és nulla".  Nos, mivel 3
"bonyolultsdga" legaldbb (16; 22), ezért |3| < 6.3 * 1073%, valéban elég egy olyan
szamol6égép, amely legaldbb 41, tizedesjegy pontossdggal tud szdamolni! Ha ennyi
tizedesjegy valéban 0 , akkor 5 = 0 valéban, egzakt matematikai értelemben, nem
csak numerikus kozelitéssel! (Részletek példaul az [SE 2000] és [Sz 2019b] cikkek-
ben taldlhatok.)

Egy mésik alkalmazast [BLR 2015] cikkben ismerhetiink meg kozelebbrol: Bozdki
Sandor, Tsung-Lin Lee és Ronyai Lajos hasonlé médszerrel igazoltdk John Edensor
Littlewood 1968-ban megjelent sejtését: lehetséges hét (elegendben hosszi) azonos
atmérojil hengert elhelyezni a térben gy, hogy mindegyik érintse mindegyiket.

Erdemes még elolvasni Gritzer Jézsef [GJ 1935] konyvének 115. és 233. oldalait.

4.2. Rugalmas pénzérmék

Ha feldobunk kétszer egy olyan pénzérmét, ami p; = 33 valésziniiséggel fej és

6
1—p3 = %ﬁ valoszinliséggel iras, akkor annak a valdsziniisége, hogy egy frast és

egy fejet dobtunk:

3+V3 3-V3 1
6 6 37 ®)

POO,OO = 2p3 (1 - pB) =2

mig hdromszor feldobva ugyanezt az érmét, annak a valésziniisége, hogy harom frést
vagy hdrom fejet dobunk:

Poooeee = P + (1 —ps)* = <3+ﬁ) + (3_¢§> =%- (4)

6 6

Ugy is fogalmazhatunk, hogy a fenti egyetlen pénzérmeével szimuldlhatjuk mind a
szabfillyos %, %, mind az %,% valdsziniiségii fej-irds pénzérméket! Roviden pz ~ % és
Pz~ 3.

A "szimuldlni" reldciét (~-) pontosan az [Sz 2019a] és [SzV 1992] cikkekben

definigljuk, most csak egy egyszeriibb (altaldanositott) meghatarozéast adunk.

6. Definicié. Tetszoleges p,r wvalds szdmokra p szimuldlja r -et, jelben p ~> r , ha
van olyan u (x) nemnegativ egész egyiitthatdji polinom, amelyre wu (p) =1 . O



Nyilvan, ha p ~ r,s akkor p~>r4+sésp~>r-s.

Az igazi "artistamutatvany" az, ha egy p valés szdmmal egyszerre tobb valds
szémot is tudunk szimuldlni (azaz u (p) = r és v (p) = s valamely u, v polinomokra)!
[SzV 1992] és [SzV 1993] -ban beldtjdk a szerz6k, hogy pozitiv raciondlis szdmok
tetszoleges véges részhalmaza mindig szimuldlhaté egyetlen pozitiv p valds szammal.

Azonban példaul /2 és 7 egyszerre nem szimuldlhaté egyazon p szammal. Ugyan-
is, ha u(p) = /2 valamely u (x) egész egyiitthat6ju polinomra, akkor p algebrai.
Ekkor viszont v (p) = 7 nem lehet, mert v (p) algebrai, mig 7 transzcendens.

Konnyen kijelenthetnénk, hogy u (p) = r és v (p) = s esetén p,r és s "ugyanazon
algebrai fokid" szamok kellenek, hogy legyenek. De ennek preciz megfogalmazdsa és
alkalmazdsa nagyon nehéz.

Mar tobb, mint 30 éve megoldatlan a kévetkez6 probléma:

7. Probléma. \/Li és \/Lg szimuldlhatéak egyszerre, azaz léteznek-e olyan u (x) ésv (x)

nemnegativ egész egyiitthatéju polinomok és olyan p valds szam, amelyekre u (p) =

Lesop)=2% ¢ O
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