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A probléma

[N] -ben taldltam a kovetkez6 feladatot: "A képen ldthatd, csonkagila (’Pyrami-
denstumpf’, [w P de]) alaki sitéforma méretei: felsé téglalap oldalai 25 és 1lem,

also téglalap oldalar 22 és 8cm, a magassdga 7,5cm. Szdmoldssal ellendrizze, hogy
térfogata 1677, 5em3."

1.abra: Tepsi 2.4abra: Tepsi élgrifja


http://math.bme.hu/~hujter/250827.pdf
https://math.bme.hu/~hujter/halad.htm

Béar a csonkagula térfogatképletével

%Sg:%-(t+ﬁ+T) (1)

valéban pontosan kijon a megadott eredmény: V' = 73—5 (25 114 +4/25-11-22-8+22-

= 1677.5cm?, de elsd igazi problémank:

1. Probléma: A fenti test nem csonkagula! Hét akkor mi? Mi a pontos képlet
ezen testek térfogatdra? Milyen testekre miikodik az képlet?

A tepsik dltaldban nem csonkagiilédk, hiszen, ha példaul "kihtzzuk", azaz meghosz-
Szabbl’tjuk a QlQQ, P1P2,... éleket, akkor az M174 = QIPI N Q4P4 és Mg’g =
Q2P N Q3 P; metszéspontok egymastol a Q20 tévolsdggal mozdulnak el, vagyis
csak egyetlen esetben lehet M, 4 = My 3 , vagyis a tepsi csonkaguila.

3.abra: Tepsi kihizva

A [3] Tétel pontosan vélaszol erre a kérdésre.

A kovetkez6 fejezetben elemezziik, dltaldnositjuk és megoldjuk ezt a problémat,
sok kozismert tétel egyszerii bizonyitdsat is ismertetjiik.

Azonban a legutolsé fejezetben egy még nagyobb problémédval taldljuk magunkat
szemben, amit a Szerzé a mai napig nem tudott megoldani! Cikkiinket és ezt a
megoldatlan problémat elsdsorban kozépiskolai tandroknak ajanljuk.



Megoldas

1. Definicié. i) Egy (térbeli) poliédert semz'-t'rapezo-pz'pedon—na (Stp), ma-
gyarul dl-tértrapéz-nak (ATT) neveziink, ha
o) alap- és feddlapja az ey, ..., e, illetve az fi, ..., f, élekkel hatdrolt sokszogek,

amik pdrhuzamos sikokban fekszenek,

oo) e || fi és aze; és f; élek csicspontjai eqy trapéz alaki oldallapjat alkotjik a
testnek ©=1,...,n esetén.

1) Ha az alap- és feddlapok téglalapok, akkor a testet tepsinek (balkonlddd-
nak,...) nevezziik. O

[w P en] szerint a fenti testeket prismoid-nak nevezik. A csonkagildk természete-
sen ATT -ek is. Nyilvan az o) - 0o) feltételek altaldnosithatdk, mi csak a fenti specialis
esettel foglalkozunk.

A parhuzamos szelok tételének egyenes kivetkezménye:

2. Allitdas. Ha a trapéz nem (feltétleniil) pdrhuzamos oldalak meteszéspontja M,

akkor .
MP,: MQy=MP,: MQ,=— . O
a

Q

4.8bra: Trapéz oldalainak metszéspontja

Ez alapjan méar konnyen beldthaté az els6 tepsiprobléméankat megoldé osszefiiggés.

3. Tétel. Egy dl-tértrapéz pontosan akkor csonkagila ha az alaplap és feddlap
hasonléak de nem egybevagoak.

Bizonyitds. Ha a test csonkagiila, akkor az alap- és fedélap (térbeli) hasonlésaga
nyilvdnvalo.

1) a "paralelepipedon" elnevezés mintéjara



Megforditva: legyen a hasonlésdg ardnya A, vagyis legyen % =\ (>1) és legyenek
az alap- és fed6lap cstcsai Q); és P; (i = 1,...,n) gy, hogy ¢; = Q;Q;+1 és f; = PPy
(i=1,..,n—=1)és e, =QnQ1, fn=F.P .

Most csak a A # 1 esettel foglalkozunk. Azt kell beldtnunk, hogy a @Q; P; oldalélek
egyetlen M (térbeli) pontban metszik egymast. Ehhez elég beldtnunk, hogy az
Mm‘+1 = QiPiin+1R:+1 (Z = 17 ey N — 1) és az Mn,l = QnanQl-Pl metszéspontok
egybeesnek.

Az M;_y,; és M; ;41 (i = 2,...,n — 1) metszéspontok mindketten a Q;P; él egye-
nesére illeszkednek. Az. Allitsst alkalmazzuk a Q;_1P,_1Q;P; és a Q;P;Q;41Pii1
trapéz oldallapokra, mely szerint M;_1,;P; : M;_1,Q; = X = M; ;1 FP; : M; ;11Q;
vagyis az M;_1; és M, ;11 metszéspontok megegyeznek, és ugyanigy lathaté még be,
hOgy Mn,l = MLQ . |

Az eredeti [N] feladatban 2 ~ 2.272 # 22 ~ 2.75 , tehdt ez a tepsi nem csonka-
gulal

Kovetkez6 kérdésiink: milyen dltaldnos testekre igaz az képlet?

Meglepddtiink, amikor felfedeztiik: mér tepsikre sem igaz !

[w P en] -ben a kovetkezd térfogatképlet van :
m
V;orismoid == g . (t + 47— + T) (2)

ahol 7 az alap- és fed6lappal parhuzamos, a magassagot felezo sik és test metszetének
teriilete.

Négyzetes (=hasonlé) csonkagiildk esetén T' = a?, t = b2, 7 = (“TH’)Q,

fgy (1)) igaz:
Vorismoia = § (t +47 +T) = § (“2+4(“T+b)2+b2> =™ (a2 4 (a® + 2ab + b?) + b?) =
:%(a2+ab+bz):%(a2+x/a2b2+bz) :%<t+\/ﬁ+T> :

S6t, tetszoleges csonkaguldkndl is igaz , mivel hasonlé stkidomokrél van szo:
feddlap = alaplap* )\, metszet = alaplap*(%), fgyt=M\-T, 1= (%)2 T és

Virismoia = 2 (t+ 47 +T) = 2 (£ 44 (B2)"- T+ T) = 2 (t4 (1420 +2%) - T+ 7)

:%(2t+2)\T+2T):%(t+)\T+T):%(t+\/tT+T>



mivel AT = VT2 = V2T . T = /1T .

Azonban, mér nem hasonls téglalapok esetén sem igaz (/1] . legyenek az alaplap

élei ey, eq, feddlap élei fi, fo, kozbiilsd metszet élei 61” L 62” 2 => metszet teriilete
= ath etfh _o
2 2

Virismoia = 2 - (t +4As+T) =2 (ey-ea+ 3+ (e14+ f1) - (e2+ fo) + f1- f2) =
=% (ereatefotefit+2fifs)="%" (6162 + elfQerlel + flf?) -

‘<T+M”>

‘/tepsi =

w|3

Mikor egyezik meg a fenti képlettel?

<= e1f2+€2f1 VT = A /eres [ fa <=> ;11 . (€1f2 + 62f1)2 = e1eaf1f2
<=> eifs +2e1exfifo+e3fE =4dererfifo
<=> €%f22 — 2€1€2f1f2 + €§f12 = (€1f2 - €2f1)2 =0

€1 S

<=> efo—efi=0 <=> — === <=> alap- és fedblap hasonléak! []

€2 f2

TEHAT: az credeti érettségi feladat megolddsa hibds, a pontos megoldés:
Viepsi = 2 (T + <f2teelt 4 4) = 75 (25 11 + 28E1122 4 99 . 8) = 1680 # 1677.5cm®.

A Nagy Probléma

Hogyan oktassuk ezt didkoknak? A tepsi gyakorlati probléma, foglalkozni kell vele.
Taldan mér a csonkagiila térfogatképlete is elég bonyolult sok didknak, de hibas kép-
letet nem tanithatunk! Mindenképpen fel kell hivnunk a didkok figyelmét a képletek
korlataira, és a becsapds dbrakra, térbeli testekre. Taldan ebben a cikkben targyalt
eset j6 szemléltetés lehet az oktatdsban.

Vérom a tandr kollégdk észrevételeit.



Irodalom

[N] Német érettségi feladat:

Wahlaufgabe 1:

Kuchen werden in Formen aus Blech gebacken, welche die Form
eines geraden Pyramidenstumpls mit rechteckiger GrundfZche
haben {siehe Abbildung). Die Form hat die Male:

Lange oben: 25,0 cm
Lange untan: 22,0 cm
Braite oben: 11,0cm
Braite unter: 8,0 cm

Hiéhe: 7.5 cm

a) Bestiligen Sie rechnerisch, dass das Volumen der Kuchenform 1677.5 cm™ betragt.

b) Die Form wird bis zur halben Hohe mit Teig gefullt,
Begriinden Sia anschaulich, dass der Teig waniger als die Halfte des Volumens der Form
ausfillt und bestatigen Sie diese Behaupung durch gine Rechnung

¢} Dia Form wird aus sinem ]
rechteckigen Blech hergeslelli, das |
373 ocm lang und 23,3 em breit ist. [
Zur Herstellung werden an den - - o ' -
Ecken die in der Abbildung grau
dargestellten Flachen aus dem .

Blech ausgeschnitten.

Bestimmen Sie das Gewichl der _—t 1 | e

Kuchenform, wenn 1 em?® des |

Blechs 0,157 g wiegt. | !

7 3cm

[w P en] Wikipedia: Prismatoid, https://en.wikipedia.org/wiki/Prismatoid

[w P de] Wikipedia: Pyramidenstumpf ("Csonkagila")
https://de.wikipedia.org/wiki/Pyramidenstumpf
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