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A probléma

[N] -ben találtam a következ½o feladatot: "A képen látható, csonkagúla (�Pyrami-
denstumpf�, [w P de]) alakú süt½oforma méretei: fels½o téglalap oldalai 25 és 11cm,
alsó téglalap oldalai 22 és 8cm, a magassága 7; 5cm. Számolással ellen½orizze, hogy
térfogata 1677; 5cm3."

1.ábra: Tepsi 2.ábra: Tepsi élgráfja
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Bár a csonkagúla térfogatképletével

Vcsg =
m

3
�
�
t+

p
tT + T

�
(1)

valóban pontosan kijön a megadott eredmény: V = 7:5
3

�
25 � 11 +

p
25 � 11 � 22 � 8 + 22 � 8

�
= 1677:5cm3, de els½o igazi problémánk:

1. Probléma: A fenti test nem csonkagúla! Hát akkor mi? Mi a pontos képlet
ezen testek térfogatára? Milyen testekre m½uködik az (1) képlet?

A tepsik általában nem csonkagúlák, hiszen, ha például "kihúzzuk", azaz meghosz-
szabbítjuk a Q1Q2, P1P2,... éleket, akkor az M1;4 = Q1P1 \ Q4P4 és M2;3 =
Q2P2 \ Q3P3 metszéspontok egymástól a Q2Q02 távolsággal mozdulnak el, vagyis
csak egyetlen esetben lehet M1;4 =M2;3 , vagyis a tepsi csonkagúla.

3.ábra: Tepsi kihúzva

A 3. Tétel pontosan válaszol erre a kérdésre.
A következ½o fejezetben elemezzük, általánosítjuk és megoldjuk ezt a problémát,

sok közismert tétel egyszer½u bizonyítását is ismertetjük.
Azonban a legutolsó fejezetben egy még nagyobb problémával találjuk magunkat

szemben, amit a Szerz½o a mai napig nem tudott megoldani! Cikkünket és ezt a
megoldatlan problémát els½osorban középiskolai tanároknak ajánljuk.
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Megoldás

1. De�níció. i) Egy (térbeli) poliédert semi-trapezo-pipedon-nak1) (Stp), ma-
gyarul ál-tértrapéz-nak (ÁTT) nevezünk, ha

�) alap- és fed½olapja az e1; :::; en illetve az f1; :::; fn élekkel határolt sokszögek,
amik párhuzamos síkokban fekszenek,
��) ei k fi és az ei és fi élek csúcspontjai egy trapéz alakú oldallapját alkotják a

testnek i = 1; :::; n esetén.
ii) Ha az alap- és fed½olapok téglalapok, akkor a testet tepsinek (balkonládá-

nak,...) nevezzük. �

[w P en] szerint a fenti testeket prismoid-nak nevezik. A csonkagúlák természete-
sen ÁTT -ek is. Nyilván az �) - ��) feltételek általánosíthatók, mi csak a fenti speciális
esettel foglalkozunk.
A párhuzamos szel½ok tételének egyenes következménye:

2. Állítás. Ha a trapéz nem (feltétlenül) párhuzamos oldalak meteszéspontja M,
akkor

MP1 :MQ1 =MP2 :MQ1 =
c

a
. �

4.ábra: Trapéz oldalainak metszéspontja

Ez alapján már könnyen belátható az els½o tepsiproblémánkat megoldó összefüggés.

3. Tétel. Egy ál-tértrapéz pontosan akkor csonkagúla ha az alaplap és fed½olap
hasonlóak de nem egybevágóak.

Bizonyítás. Ha a test csonkagúla, akkor az alap- és fed½olap (térbeli) hasonlósága
nyilvánvaló.

1 ) a "paralelepipedon" elnevezés mintájára
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Megfordítva: legyen a hasonlóság aránya �, vagyis legyen ei
fi
= � (>1) és legyenek

az alap- és fed½olap csúcsai Qi és Pi (i = 1; :::; n) úgy, hogy ei = QiQi+1 és fi = PiPi+1
(i = 1; :::; n� 1) és en = QnQ1 , fn = PnP1 .
Most csak a � 6= 1 esettel foglalkozunk. Azt kell belátnunk, hogy a QiPi oldalélek

egyetlen M (térbeli) pontban metszik egymást. Ehhez elég belátnunk, hogy az
Mi;i+1 := QiPi\Qi+1Pi+1 (i = 1; :::; n�1) és azMn;1 := QnPn\Q1P1 metszéspontok
egybeesnek.
Az Mi�1;i és Mi;i+1 (i = 2; :::; n � 1) metszéspontok mindketten a QiPi él egye-

nesére illeszkednek. Az 2. Állítást alkalmazzuk a Qi�1Pi�1QiPi és a QiPiQi+1Pi+1
trapéz oldallapokra, mely szerint Mi�1;iPi : Mi�1;iQi = � = Mi;i+1Pi : Mi;i+1Qi ,
vagyis az Mi�1;i és Mi;i+1 metszéspontok megegyeznek, és ugyanígy látható még be,
hogy Mn;1 =M1;2 .

Az eredeti [N] feladatban 25
11
t 2:272 6= 22

8
t 2:75 , tehát ez a tepsi nem csonka-

gúla!

Következ½o kérdésünk: milyen általános testekre igaz az (1) képlet?

Meglep½odtünk, amikor felfedeztük: már tepsikre sem igaz !

[w P en] -ben a következ½o térfogatképlet van :

Vprismoid =
m

6
� (t+ 4� + T ) (2)

ahol � az alap- és fed½olappal párhuzamos, a magasságot felez½o sík és test metszetének
területe.

Négyzetes (=hasonló) csonkagúlák esetén T = a2, t = b2, � =
�
a+b
2

�2
,

így (1) igaz:

Vprismoid =
m
6
(t+ 4� + T ) = m

6

�
a2 + 4

�
a+b
2

�2
+ b2

�
= m

6
(a2 + (a2 + 2ab+ b2) + b2) =

= m
3
(a2 + ab+ b2) = m

3

�
a2 +

p
a2b2 + b2

�
= m

3

�
t+

p
tT + T

�
.

S½ot, tetsz½oleges csonkagúláknál is igaz (1), mivel hasonló síkidomokról van szó:
fed½olap = alaplap*�, metszet = alaplap*

�
1+�
2

�
, így t = �2 � T , � =

�
1+�
2

�2 � T és

Vprismoid =
m
6
(t+ 4� + T ) = m

6

�
t+ 4

�
1+�
2

�2 � T + T� = m
6

�
t+

�
1 + 2�+ �2

�
� T + T

�
= m

6
(2t+ 2�T + 2T ) = m

3
(t+ �T + T ) = m

3

�
t+

p
tT + T

�
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mivel �T =
p
�2T 2 =

p
�2T � T =

p
tT .

Azonban, már nem hasonló téglalapok esetén sem igaz (1) : legyenek az alaplap
élei e1; e2, fed½olap élei f1; f2, közbüls½o metszet élei

e1+f1
2

, e2+f2
2

=> metszet területe
� = e1+f1

2
� e2+f2

2
=>

Vprismoid =
m
6
� (t+ 4A2 + T ) = m

6
�
�
e1 � e2 + 4

4
� (e1 + f1) � (e2 + f2) + f1 � f2

�
=

= m
6
� (2e1e2 + e1f2 + e2f1 + 2f1f2) = m

3
�
�
e1e2 +

e1f2+e2f1
2

+ f1f2
�
=

Vtepsi =
m

3
�
�
T +

e1f2 + e2f1
2

+ t

�
.

Mikor egyezik meg (1) a fenti képlettel?

<=> e1f2+e2f1
2

=
p
tT =

p
e1e2f1f2 <=> 1

4
� (e1f2 + e2f1)2 = e1e2f1f2

<=> e21f
2
2 + 2e1e2f1f2 + e

2
2f
2
1 = 4e1e2f1f2

<=> e21f
2
2 � 2e1e2f1f2 + e22f 21 = (e1f2 � e2f1)

2 = 0

<=> e1f2 � e2f1 = 0 <=>
e1
e2
=
f1
f2

<=> alap- és fed½olap hasonlóak! �

TEHÁT: az eredeti érettségi feladat megoldása hibás, a pontos megoldás:

Vtepsi =
m
3

�
T + e1f2+e2f1

2
+ t
�
= 7:5

3

�
25 � 11 + 25�8+11�22

2
+ 22 � 8

�
= 1680 6= 1677:5cm3.

A Nagy Probléma

Hogyan oktassuk ezt diákoknak? A tepsi gyakorlati probléma, foglalkozni kell vele.
Talán már a csonkagúla térfogatképlete is elég bonyolult sok diáknak, de hibás kép-
letet nem taníthatunk! Mindenképpen fel kell hívnunk a diákok �gyelmét a képletek
korlátaira, és a becsapós ábrákra, térbeli testekre. Talán ebben a cikkben tárgyalt
eset jó szemléltetés lehet az oktatásban.
Várom a tanár kollégák észrevételeit.
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Irodalom

[N] Német érettségi feladat :

[w P en]Wikipedia: Prismatoid, https://en.wikipedia.org/wiki/Prismatoid

[w P de]Wikipedia: Pyramidenstumpf ("Csonkagúla")
https://de.wikipedia.org/wiki/Pyramidenstumpf
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